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Tällä hetkellä matematiikan opetuksen tutkimuksen osalta tehdään paljon tutkimusta 
opetuksen kehittämiseksi. Halusin omalta osaltani jatkaa tätä perinnettä tutkimalla 
vaihtoehtoisia opetusmenetelmiä, ja kontekstiksi valitsin oman kiinnostukseni mukai-
sesti kielentämisen. Aihevalinta derivaatan opetuksen tutkimisesta tarkentui keskuste-
luissa ohjaajani professori Juha Oikkosen kanssa. Haluan kiittää häntä lopullisen aiheen 
valinnasta ja tuesta oman kiinnostuksen mukaiseen tutkimukseen. 
Minulla oli haasteena löytää tutkimukseeni osallistujia, niinpä haluan kiittää tutkimuk-
seen mukaan lähtenyttä opettajaa luokkansa kanssa. Erityinen kiitos vielä niille opiske-
lijoille, jotka tuottivat tutkimuksessa analysoitavan aineiston ja sitä kautta mahdollisti-
vat tutkimuksen valmistumisen. 
Olen pohtinut ja kirjoittanut tätä Pro gradu -tutkielmaa viimeisen vuoden ajan. Haluan 
vielä lopuksi kiittää vanhempiani Arjaa ja Ilkkaa, siskoani Susannaa ja ystäviäni kirjoi-
tusprosessin tukemisesta. Olen voinut keskustella heidän kanssaan tutkimukseni eri 
vaiheista ja saanut kannustusta sen etenemiseksi.  
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??Johdanto?
Olin viime kesänä opettamassa kesälukiossa matematiikan kertauskurssia, jossa huo-
mioni kiinnittyi erityisesti lukio-opiskelijoiden puutteelliseen vastaus- ja perustelutek-
niikkaan. Kiinnostuin tästä havainnosta ja halusin lähteä tutkimaan sitä tarkemmin se-
kä pohtimaan keinoja, joilla voisi vaikuttaa sekä matematiikan oppimiseen, että mate-
matiikan kielen käyttämiseen perusteluissa. 
Eräs tapa tukea monipuolisen kielen käyttämistä matematiikan tehtävissä on kielen-
täminen, joka tarkoittaa oman ajattelun kuvaamista kielen avulla. Käytetty kieli voi olla 
matematiikan symbolikieltä, luonnollista kieltä tai erilaista kuviokieltä. Sen avulla oppi-
las tekee näkyväksi ajatteluaan ja voi reflektoida oppimaansa.  
Kielentämistä on aloitettu tutkimaan Suomessa viimeisen kymmenen vuoden aikana, ja 
siihen liittyen on tehty useampi Pro gradu – tutkielma. Tutkimus on painottunut vii-
meisiin pariin vuoteen etenkin peruskoulun puolelle, mutta varsinaista tutkimustietoa 
ei ole vielä kattavasti monilta aihealueilta. Siis aiheen lisätutkiminen on tarpeellista. 
Suomalaisista tutkijoista etenkin Jorma Joutsenlahti on tutkinut luonnollisen kielen 
käyttämistä matematiikan opetuksessa.  
Tämä tutkielma käsittelee kielentämisen käyttämistä derivaatan opetuksessa ja kon-
tekstina on lukion pitkän matematiikan derivaatta-kurssi. Tavoitteenani on selvittää 
miten kielentämisen avulla voi tukea derivaatan opettamista ja oppimista. Tutkimuk-
seni käytännön osuus jakautuu kolmeen osaan, joita ovat kielentämisen käyttäminen 
opetuksessa, selvitys siitä minkälaista kieltä opiskelijat käyttävät derivaatan yhteydessä 
ja miten he suhtautuvat kielentämiseen.  
Derivaatta-kurssilta aihealueiksi valitsin teoriakatsauksen perusteella raja-arvon, deri-
vaatan määritelmän, derivaatan sovellukset ja rationaaliyhtälöiden sovellukset. Tutki-
muksessa käsittelen matemaattista ajattelua, matematiikan kieltä ja kielentämistä 
opetuksessa. Lähtökohta tarkastelulle on käytännönläheinen ja tutkimus noudattaa 
opettaja työnsä tutkijana – periaatetta. 
??Tausta?
Olen käynyt keskustelua siitä, pitääkö matematiikan tehtäviä ymmärtää voidakseen 
niitä tehdä. Kommenttina olen saanut, että koulumatematiikassa ei läheskään aina 
tarvitse ymmärtää, koska tietämyksen osoittamiseen riittää rutiinitehtävien hallinta. 
Haastavampienkin tehtävien osalta voi päästä hyvin pitkälle kaavojen pyörittelyllä. 
Koska ulkoa oppiminen tai pelkkien kaavojen käyttö ei kuvaa todellista matematiikan 
osaamista, olen kuullut pohdintoja siitä onko koulumatematiikka edes oikeaa matema-
tiikkaa. Tosin siitä mikä ymmärretään matematiikaksi, on monilla eri käsitys.  
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Nykyään oppimista pidetään yhteisöllisenä prosessina, jossa erilaista osaamista yhdis-
tetään, kokemuksia jaetaan ja niistä opitaan (Finnsight 2015). Olisi siis perusteltua tuo-
da tällainen oppimiskulttuuri yhä selkeämmin kouluopetukseen. Eräs ratkaisu matema-
tiikan opettamisen osalta on sosiokonstruktivistisen oppimiskäsityksen hyödyntäminen 
opetuksessa selkeämmin. Jotta opetusmenetelmät vastaisivat mahdollisimman katta-
vasti tulevaisuuden haasteisiin, tulisi myös huomioida erilaista teknologian käyttöä 
sekä kehittää uusia tapoja tukea oppimista. 
Tutkimusten mukaan tehokkaimmat oppimisympäristöt ovat oppijan tarpeisiin sovel-
lettuja, mahdollistavat hajautettujen tiedon lähteiden käytön ja ottavat huomioon yh-
teistoiminnallisuuden. Oppimisen tuloksia arvioidaan käsitteiden ymmärtämisen eikä 
yksityiskohtien omaksumisen valossa. (Hannonen, 2011.) Mielestäni matematiikan 
opetusmenetelmiä voisi kehittää enemmän kohti yhteistoiminnallisuuden hyödyntä-
mistä myös peruskoulun jälkeen. 
Eräs tällainen opetusmenetelmä voisi olla matematiikan osalta kielentäminen. Kielen-
tämisellä tarkoitetaan oman ajattelun kuvaamista kielen ja erilaisten kuvien avulla. 
Tarkoituksena on siis kuvata oman ajatteluprosessin kulkua, eikä kirjoittaa ainoastaan 
ulkoa muistamiaan kaavoja. Tämä on mielestäni perusteltua oppia jo koulussa, koska 
myöhemmässä elämässä vaaditaan kykyä perustella näkemyksiään ja ottaa kantaa 
muiden perusteluihin. 
Luma -sanomien ja Dimensio -lehden verkkokeskusteluiden mukaan nykyään oppimi-
sen haasteena ovat aiemman pedagogisen mallin mukaisesti koulutetut oppijat, jotka 
ovat oppineet odottamaan valmiita ratkaisuja ja oppimaan faktatietoa. Siis jos kiinnos-
tus aiheen oppimiseen ylipäänsä on herännyt. Uusiin opetusmetodikokeiluihin ei vält-
tämättä suhtauduta varauksetta myönteisesti. Muutenkin koulumatematiikkaan suh-
taudutaan yhteiskunnassa osin varautuneesti, sitä ei välttämättä nähdä niin sanottuna 
oikeana matematiikkana etenkään alemmilla opetusasteilla. Toisaalta hyvät tulokset 
suomalaisten lasten menestyksestä esimerkiksi Pisa-tutkimuksista ovat nostaneet maa-
ilmanlaajuisesti kiinnostusta suomalaiseen matemaattisten aineiden opetukseen. 
Tämän tutkimuksen lähtökohtana oli oma kiinnostukseni aiheeseen. Näin vasta aloitte-
levana opettajana minulla ei ole vielä vakiintuneita tapoja opetuksessani eikä koke-
muksen tuomaa varmuutta. Mielestäni olen tämän tutkimuksen myötä saanut lisää 
eväitä tulevaisuutta varten. Omassa opiskelussani olen saanut teoreettiset valmiudet 
opettaa muille matematiikkaa, mutta tämän tutkimuksen aikana tulin miettineeksi 
tarkemmin käytännön kautta derivaatan opettamista. Tutkimusprosessin kautta olen 
tullut paljon tietoisemmaksi omasta matemaattisesta ajattelustani ja tavoistani perus-
tella käsityksiäni. Koen saaneeni lisää motivaatiota tulevaisuutta ajatellen ja apua 
opettajaidentiteetin kehittymisessä. 
 ?
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2.1?Sosiokonstruktivismi?
Eräs vallalla oleva suuntaus opetuksen tutkimuksessa on sosiokonstruktivismi, eli sosi-
aalinen konstruktivismi. Opetusmenetelmänä se korostaa tiedon sosiaalista ja kulttuu-
rista alkuperää. Kielen asema on olennainen ja oppiminen perustuu ongelmanratkai-
suun sekä ymmärtämiseen. 
Sosiokonstruktivismin mukaan tieto ja sosiaalinen toiminta nivoutuvat yhteen, jopa 
niin, että tieto syntyy sosiaalisissa prosesseissa. Siinä kieli ei ole ainoastaan ajatusten 
ilmaisua varten luotu väline, vaan edellytys ajattelun olemassaololle. Kielen käyttämi-
nen nähdään seurauksellisena sosiaalisena toimintana, jossa luodaan erilaisia merki-
tyksiä. Vuorovaikutuksellisuus ja yhteistoiminnallisuus ovat keskeistä oppimisen sosi-
aalisuuden ohella. (TYT, 2011.) 
Sosiokonstruktivistisen näkemyksen mukaan ihanteena on, että tunneilla vallitsee 
opettajan ja oppilaiden välillä salliva, keskusteleva ilmapiiri. Uusien asioiden opettelu 
aloitetaan ennakkotietojen pohjalta ja uuteen siirrytään oppilasta johdattelemalla. 
Luokassa keskustellaan, väitellään ja pohditaan erilaisia tapoja ratkaista kyseinen on-
gelma. Opiskelijat oppivat keskustelun kautta ja opettajan roolina on lähinnä oikeanlai-
sen tilanteen mahdollistaminen oppimista varten. Opittu matematiikka on näin ollen 
sosiaalisesti rakentunutta tietoa ja yhteydessä opiskelijoiden käyttämään kieleen sekä 
kokemuksiin. (Morgan et al, 2004.) 
Suurimmaksi osaksi kouluopetus ei oman kokemukseni mukaan vastaa tätä käsitystä. 
Omia kokemuksia sosiokonstruktivistisesta opetuksesta en ole kouluaikanani oikeas-
taan saanut, ja kuulemani mukaan sitä ei kovin paljoa vielä käytetäkään. Opetus raken-
tuu helposti opettajan esittämille kysymyksille, joihin opiskelijat yrittävät löytää opet-
tajan toivomaa vastausta, eikä näin ollen varsinaista keskustelua synny opiskelijoiden 
välille. Olenkin yrittänyt pohtia, miten keskustelua voisi viedä myös kouluopetukseen 
paremmin. Yliopistolla olen saanut harjoitella keskusteluja kaveriporukassa, kun 
olemme tehneet yhdessä laskuharjoituksia. 
Oma näkemykseni opetuksen rakenteesta on vasta kehittymässä, eikä minulla ole vielä 
valmista käsitystä siitä. Haluaisin kokeilla monia erilaisia tapoja ja välineitä. Tämän het-
kisen ajattelumallini mukaan olen kiinnostunut hyödyntämään sosiokonstruktivistista 
mallia. Toinen tapa, josta olen kuullut paljon, on tutkiva oppiminen.  En ole vielä itse 
päässyt kokeilemaan tätä kovin paljoa, mutta ehkä tulevaisuudessa pääsen. Nämä mo-
lemmat vaativat vielä itseltäni totuttelemista sekä opettajana, että oppijana. 
 ?
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??Matemaattinen?ajattelu?
Matemaattinen ajattelu on käsitteenä vakiintunut kirjallisuuteen ja yhteiskuntaan, 
mutta mitä se oikeastaan tarkoittaa? Tyypillisesti kykyä ajatella matemaattisesti käyte-
tään kuvaamaan älykkyyttä. Matemaattista ajattelua on hyvin vaikea määritellä yksikä-
sitteisesti, sillä siitä on monia erilaisia tulkintoja ja se riippuu kontekstista. 
Esimerkiksi Sternberg (1996) jakaa lähestymistavan matemaattisen ajatteluun viiteen 
eri luokkaan: psykometriseen, informaation prosessointia tutkivaan, antropologiseen, 
pedagogiseen ja tiedematemaattiseen. Hänen mukaansa matemaattinen ajattelu ei ole 
klassinen käsite, joka on mahdollista määritellä tiettyjen yksiselitteisten piirteiden avul-
la.  
Joutsenlahti (2005) taas määrittelee matemaattisen ajattelun seuraavasti; ”Matemaat-
tisella ajattelulla tarkoitetaan matemaattisen tiedon (konseptuaalisen, proseduraalisen 
tai strategisen) prosessointia, jota ohjaavat ajattelijan metakognitiot.” Metakognitiot 
ohjailevat päätöksentekoa ja näin ollen myös strategiatiedon käyttöä. Hänen mukaan-
sa matemaattiseen ajatteluun ja sen syntyyn vaikuttavat kulttuuri, uskomukset, on-
gelmanratkaisu, informaation prosessointi ja matemaattiset kyvyt. 
 
Kuva 1. Matemaattinen ajattelu. (Stenberg, Joutsenlahti 2005). 
Tässä yhteydessä proseduraalinen tieto, eli menetelmätieto, tarkoittaa kykyä tietää 
tehtävän ratkaisustrategia, esimerkiksi derivoinnin osalta siinä käytettävät laskusään-
nöt. Konseptuaalisessa, eli käsitteellisessä tiedossa taas tehtävän tekijä ymmärtää tie-
don osasten väliset yhteydet ja suhteet, esimerkiksi derivaatan raja-arvon syvällisem-
mässä sisäistämisessä. Strategiatietoa edellytetään monimutkaisissa tilanteissa ohjai-
lemaan kognitiivisia prosesseja, esimerkiksi derivaatan soveltamiseen arkipäivän on-
gelmissa. (Joutsenlahti, 2005.)  
Koska oppiminen tapahtuu yhteiskunnan normien asettamissa rajoituksissa, ohjaavat 
käsitykset ja uskomukset omalta osaltaan matemaattista ajattelun kehitystä. Itse ym-
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märrän matemaattisen ajattelun hyvin laajaksi käsitteeksi. Siihen sisältyvät matema-
tiikkaan liittyvä ajattelu ja looginen päättely. Mielestäni matemaattista ajattelua voi 
opetella ja kehittää, mutta siihen vaikuttavat myös paljon asenne ja oma kiinnostus. 
Erilaiset oppijat hahmottavat matematiikkaa erilailla, kuten esimerkiksi kuvia ja tekstiä. 
Kyky ajatella matemaattisesti saattaa muuttua ajan myötä, ja joillekin se on luonnos-
taan helppoa, kun taas toiset joutuvat ponnistelemaan enemmän. 
Kyky matematiikan soveltamiseen edellyttää matematiikan erilaisten rakenteiden si-
säistämistä ja ymmärtämistä. Matematiikan soveltamisessa ajattelun perustana on 
siirtyminen reaalimaailman tilanteesta ja kielestä kohti abstraktia ja symbolista mate-
matiikan kieltä, sekä toisinpäin. Vasta kun oppilas itse pystyy rakentamaan tietonsa, on 
hän oppinut niiden välisen yhteyden ja pystyy yleistämään ja soveltamaan oppimaansa. 
Tästä syystä onkin tehtävä merkittävä arvovalinta siinä millaiseen matemaattiseen 
ajatteluun oppilaita halutaan ohjata. (Yrjönsuuri, 2004.) 
Matemaattisen ajattelun oppiminen on eräs tavoite matematiikan opiskelussa jo al-
kuopetuksesta lähtien, ja sen merkitys korostuu vanhempien opiskelijoiden kohdalla 
(POPS 2004, LOPS 2003). Matematiikan oppimisen näkökulmasta matematiikkaa on 
suotava tutkia laajana ilmiönä. Yleisesti ottaen ihmiset ymmärtävät matematiikkaa ja 
siihen liittyviä käsitteitä oman katsontakantansa mukaan, siis esimerkiksi sen perus-
teella kuinka paljon matemaattista tietoa, taitoa tai ylipäätään motivaatiota matema-
tiikkaan on.  
3.1?Matematiikan?kolme?maailmaa?
David Tall on tehnyt paljon tutkimusta matematiikan elinikäiseen oppimiseen ja ma-
temaattiseen ajatusprosessiin liittyen (Tall, 2009, 2010, 2012). Keskeisenä aihepiirinä 
hänellä on muun muassa analyysi ja derivaatta. Hänen mukaansa matemaattinen tieto 
rakentuu ja kehitystä matematiikan oppimisessa tapahtuu kolmessa erilaisessa maail-
massa, jotka ovat oikeastaan kolme erilaista näkökulmaa matematiikan ajattelemisesta. 
Nämä matematiikan kolme maailmaa järjestyksessä ovat: conceptual-embodied world, 
proceptual-symbolic world ja axiomatic-formal world.  
Ensimmäistä maailmaa (conceptual-embodied) voidaan pitää perustana matemaattisel-
le ajattelulle. Se perustuu havaintoihin ja mielikuviin asioista, joita voidaan nähdä tai 
aistia ja siis kuvitella mielessä. Maailma loppuu mielikuviin, eikä esimerkiksi varsinaista 
toimintaa vielä esiinny. (Tall, 2009, 2010, 2012.) Olennaista on sidoksellisuus mieliku-
viin, kuten esimerkiksi käsitys geometrisista kuvista tai derivaattaan liittyen mielikuva 
funktion raja-arvosta. 
Toinen maailma (proseptual-symbolic) taas perustuu ensimmäisen maailmaan toimin-
nan kautta ja sitä voidaan kuvata käsitteillä. Tässä maailmassa ajattelu ja toiminta joh-
tavat käsitteiden ja toimintojen oppimiseen ja käsitteelliseen muutokseen. (Tall, 2009, 
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2010, 2012.) Maailmaan kuuluu laskeminen symboleiden ja numeroiden avulla, kuten 
esimerkiksi funktion raja-arvon laskeminen. 
Kolmannessa maailmassa (axiomatic-formal) keskeistä ovat tarkasti määriteltävät omi-
naisuudet. Maailma perustuu nimensä mukaisesti määritelmiin. Tämä maailma on se 
matematiikan osa, joka nähdään perinteisenä korkeamman asteen matematiikkana: 
joukko aksioomia, joista johdetaan teoriaa. (Tall, 2009, 2010, 2012.) Derivaatan osalta 
tähän maailmaan kuuluu esimerkiksi funktion erotusosamäärän raja-arvon lausekkeen 
todistaminen. 
Syvällisessä oppimisessa tarvitaan näitä kaikkia maailmoja. Sen tähden opetuksessa on 
syytä pyrkiä tukemaan opiskelijan liikkumista ajattelun kaikilla näillä tasoilla etenkin 
opiskelijoiden matemaattisen tiedon ja taitojen kasvaessa. Vaikka tehdään mekaanista 
laskemista, on myös perusteltua pohtia laskemiseen mahdollisesti liittyvää visuaalista 
puolta tai onko ylipäätään perusteltua käyttää näitä tapoja laskun tekemiseen. Yritän 
kielentämisen avulla tukea maailmojen käyttöä opetuksessani. 
3.2?Matemaattinen?osaaminen?
Matemaattinen osaaminen on tapa tuoda esille matemaattista ajattelua. Tyypillisesti 
matemaattista osaamista voidaan arvioida ajattelun eri tasojen avulla. Ajattelu on aina 
konteksti-sidonnaista, jolloin käsitteet ja niiden oppiminen perustuvat opetustilantee-
seen ja aihe-alueeseen. Uuden tiedon omaksuminen on siis oppijalle luova prosessi. 
Matemaattisen ajattelun edellytyksenä voidaan pitää kykyä ajatella loogisesti ja tarvet-
ta kehittää tätä ominaisuutta. (Näveri, 2009) 
Matemaattinen osaaminen on matemaattisen ajattelun tavoin mahdollista määritellä 
monella tapaa. Osaamista voidaan pitää kompetenssina, joka kuvaa taitoja suhteessa 
tavoitteisiin riittävällä ymmärryksen tasolla. Kompetenssia on mahdollista katsoa yksi-
lön tai yhteiskunnan kannalta, eroina tavoitteiden asettajan näkökulma työskentelylle. 
(Näveri, 2009.) 
Matemaattinen osaaminen muodostuu viidestä itsenäisestä ominaisuudesta, jotka 
linkittyvät toisiinsa. Näitä ovat strateginen osaaminen, prosessien ja proseduurien su-
juvuus, käsitteellinen ymmärrys, loogisen ajattelun ja päättelyn sujuvuus, sekä yritte-
liäisyys. (Kilpatrick et al., 2001.) Osaamisen piirteillä on yhteys matemaattisen tiedon 
lajeihin (Joutsenlahti, 2005). 
Kilpatrick et al. on liittänyt edelliset viisi osaamisen ominaisuutta ongelmaratkaisuun, 
mutta mielestäni ne soveltuvat myös kuvaamaan yleisesti matematiikan osaamista ja 
tämän tutkimuksen kannalta erityisesti derivaatan osaamista. Tutkimuksessani näistä 
painottuvat käsitteellinen ymmärrys ja looginen päättely. 
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3.3?Kaavojen?käyttö?matematiikassa?
Matematiikassa kaavat ovat näkyvässä asemassa päättelyketjua ja niiden käytön mer-
kitys korostuu etenkin matemaattisen tiedon kasvaessa. Lukiossa matematiikan tunti-
en keskeinen osa on ymmärtää ja oppia käyttämään matemaattisia kaavoja päättely-
ketjun tukena. Matematiikka on jopa kuvattu kaavojen tieteeksi ja matemaatikkoja 
kaavojen etsijöiksi (Steen, 1990). 
Matemaattista tietoa kuvataan kaavojen avulla formaalissa muodossa. Kaavojen taka-
na olevan ajattelun tavoitteena on ymmärtää monessa tapauksessa ympärillä olevasta 
maailmasta tehtyjä havaintoja ja helpottaa niiden käsittelyä. On havaittu, että mate-
maattista ymmärrystä laajentavat kuvallisen ilmaisun kehittyminen sekä kaavojen ja 
rakenteiden tutkiminen (McCluskey et al, 2013).  
Rakenteellinen tietous mahdollistaa kaavoille ominaisten yhteyksien yleistämisen ja 
mahdollistaa uusien oletuksien tekemisen muissa tilanteissa (McCluskey et al, 2013). 
Vaikka kaavojen ymmärtäminen ja niiden käyttö osoittaa matemaattista ymmärrystä ja 
on keskeinen tapa perustella ajatuksiaan sekä tehdä tehtävä, ei kaavan käyttö vielä 
välttämättä osoita tilanteen todellista ymmärrystä.  
Esimerkiksi lukiossa monet derivaattaan liittyvät tehtävät etenevät tietyllä strategialla, 
joka toistuu vastaavanlaisena suurimmassa osassa tehtäviä. Tehtävät saattavat tällöin 
muuttua mekaanisiksi ja niiden taustalla oleva matemaattinen ajattelu olla vähäistä. 
Oikealla kaavan käytöllä siis saattaa paikata muuten puuttuvaa matemaattista tietout-
ta asiasta. 
Esimerkin tästä tilanteesta sain kun olin opettamassa lukiossa. Siellä eräs oppilas tuli 
kysymään neuvoa pääsykoetehtävästä. Hän totesi, ettei osaa tehdä sanallista tehtävää, 
koska ei muista mitä kaavaa siinä pitää käyttää. Tehtävän matemaattinen pohdinta oli 
jäänyt sivuseikaksi ja keskeiseksi kysymykseksi oli muodostunut kaavan löytäminen ja 
käyttäminen. Lähdimme pohtimaan mitä tehtävässä todella kysytään ja sitä miten sen 
voisi saada selville ilman pelkkää kaavaan turvautumista. 
??Kieli?
Ennen kuin voidaan yhdistää matemaattinen ajattelu ja siihen liittyvä kieli, on syytä 
pohtia mitä matematiikan kieli oikeastaan tarkoittaa. Kieli voidaan jakaa tyypillisesti 
puhuttuun ja kirjoitettuun muotoon. Ne määritellään symbolien järjestelmäksi, jossa 
jokaisella merkillä on sekä sisältö, että muoto (Koppinen et al, 1989). 
Puhutun ja kirjoitetun aspektin lisäksi voidaan kieleen luetella kuuluvaksi eleet, kuvat, 
ilmeet ja erilaiset symbolit. Kielen avulla jäsennetään ajatuksia ja välitetään niitä muille. 
Tähän kuuluvat erilaiset tunteiden, asenteiden ja uskomusten ilmaisut, jotka omalta 
osaltaan vaikuttavat käsityksiin ja osaamiseen myös matematiikassa. (Joutsenlahti, 
2003a, 2003b.) Kielen asema muodostaa keskeisen osan opitun asian ymmärtämisessä, 
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muistamisessa ja sisäistämisessä (Lee, 2006). Käytetty kieli on kontekstisidonnaista 
(Senn-Fennel, 2000). 
Matematiikkaa on alettu tutkia kielen ja sen oppimisen näkökulmasta, koska on havait-
tu matemaattisen ja kielellisen kehityksen tukevan toisiaan. Myös matematiikalla on 
oma vakiintunut sanastonsa ja runsaasti vain sille ominaisia kielellisiä rakenteita, sym-
boleita, sekä ilmaisuja kuten ”jos ja vain jos” -rakenne todistuksissa. On kuitenkin totta, 
että myös matematiikkaan kuuluu paljon arkikielenkäytössä käytettäviä sanoja sekä 
rakenteita, tosin näillä on tällöin tyypillisesti eri merkitys kuin tavallisessa kielenkäytös-
sä. (Tossavainen, 2005.) Esimerkiksi jos funktio saa tutkittavalla välillä ainoastaan posi-
tiivisia arvoja, ei se tarkoita, että arvot olisivat jollakin tavalla hyväntuulisempia kuin 
funktion arvot jollain muulla välillä. Kuten muutkin kielet, on matemaattinen kieli ke-
hittynyt nykyiseen muotoonsa pitkän ajan kuluessa (Senn-Fennel, 2000), ja se jatkaa 
kehittymistä edelleen. 
Matematiikan kielen oppiminen on luonnollinen ja olennainen osa matematiikan op-
pimisprosessia. Kielenä sitä voidaan oppia kuten muitakin kieliä, siis joko spontaanisti 
olemalla vuorovaikutuksessa kielen jo ennestään taitavien ja käyttävien kanssa tai tie-
toisesti opiskelemalla. Matematiikan kieltä opitaan aktiivisesti kirjoittamalla ja puhu-
malla, sekä passiivisesti lukemalla ja kuuntelemalla. (Silfverberg et al, 2005.) 
Kirjoitettu kieli voidaan jakaa kolmeen luokkaan (Joutsenlahti, 2009a, Bubb, 1994): 
matematiikan kieleen, luonnolliseen kieleen ja kuviokieleen. Kielen osat ovat kontak-
tissa toisiinsa ja yhteiset alueet matematiikan kannalta ovat matematiikan luonnollinen 
kieli (MLK), matematiikan symbolikieli (MSK) ja matematiikan kuviokieli (MKK). Mate-
matiikan luonnolliseen kieleen kuuluvat matematiikassa käytettävät täsmällisesti mää-
riteltävät sanat, kuten matemaattiset käsitteet. Matematiikan kuviokieli taas sisältää 
matematiikan kannalta merkityksellisiä kuvioita, kuten geometriset kuvat. Matematii-
kan symbolikieli käsittää nimensä mukaisesti matematiikassa käytettävät symbolit, 
joita esiintyy esimerkiksi laskulausekkeissa. Matematiikan kieleen kuuluvat matematii-
kan luonnollisen kielen ilmaukset, joilla on oma merkityksensä matematiikassa ja ma-
temaattiset symbolit, sekä lausekkeet (Meaney, 2005).  
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Kuva 2. Kielen jakautuminen osiin. 
Tyypillisesti ratkaisussa käytetään näistä kielen osista useampaa, jopa kaikkia. Käytetty 
kieli sisältyy kielen rekisteriin. Kielen rekisteri tarkoittaa tilannesidonnaista kielen vaih-
telua, johon lukeutuvat sekä kirjoitettu, että puhuttu kieli. Kielen käyttötilanteet vaih-
televat riippuen siitä missä paikassa kieltä käytetään, kuka kieltä käyttää ja millainen 
rooli kielellä on. (Halliday, 1974.) Esimerkiksi opetustilanteessa kielen rekisteri määräy-
tyy opetettavan asian ja opetustilanteiden kontekstien mukaan. Seuraavaan tauluk-
koon on koottu matematiikan rekisteriin kuuluvia sanoja jaoteltuina eri luokkiin. 
Taulukko 1. Matematiikan kielen rekisterit (Muokattuna Lee, 2006). 
Luokka Esimerkkejä 
Luonnolliseen kieleen kuuluvat sanat, joita 
käytetään myös matemaattisessa yhteydes-
sä 
Lukusanat, pallo, pyramidi 
Vain matemaattisessa kielessä merkityksen 
saavat sanat 
Hypotenuusa, jakokulma, derivaatta 
Matemaattisessa ja luonnollisessa kielessä 
käytettävät sanat 
Piiri, suora, piste 
Matematiikan rekisteri kehittyy ja muuttuu kokoajan, koska se on yhteydessä luonnol-
liseen kieleen. Matematiikan rekisteriin lukeutuvat matematiikan käytössä olevat käsit-
teet ja termit, siis erityissanasto. (Lee, 2006.) Kielen avulla voidaan reflektoida omaa 
ajattelua ja ottaa kantaa muiden ajatteluun korrektein käsittein. Matematiikan kon-
tekstissa voi kielen käyttäjä valita tilanteeseen sopivan sanaston ja siihen sopivan esi-
tysmuodon, joka kehittyy matemaattisen osaamisen lisääntyessä. 
Matemaattiseen esitystapaan sisältyy kirjoittamattomia sääntöjä ja ihanteita, joita ei 
ainakaan samassa määrin esiinny muissa kielissä. Näitä ovat esimerkiksi pyrkimys täs-
mällisyyteen, johdonmukaisuuteen ja tiiviiseen esitystapaan. (Silfverberg et al, 2005.) 
Ilmaisun monimuotoisuus on luontevaa myös matematiikassa, sillä näistä kirjoittamat-
tomista säännöistä huolimatta matemaatikoillakaan ei ole yhtä yhtenäistä tapaa toimia 
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matematiikan kielellä, vaan siinä on yksilöllisiä ja kulttuurillisia eroja (Chronaki, Chris-
tiansen, 2005). 
Jotta matematiikkaa ylipäätään voi osata, tulee osata myös matematiikan kieltä. Ma-
tematiikan kieli saattaa olla esteenä matematiikan ymmärtämiselle. Opettajan tulisi 
käyttää opetuksessaan matematiikan kieltä ja avata oppilaille vaikeat kohdat. On toki 
otettava huomioon oppilaiden lähtötaso, jotta käytettävä kieli olisi ymmärrettävää, 
mutta samalla kuitenkin mahdollisimman oikeaa. (Lee, 2006.) Kielen merkitys on syytä 
tunnistaa omassa viestinnässä, koska matematiikkaa opettaessa tulee samalla myös 
opettaneeksi äidinkieltä (Silvenberg et al, 2004). 
Matematiikka on ihmisen ajattelun tulos ja sitä voidaan välittää muille matematiikan 
kielen avulla. Matematiikan kieli on osa matematiikkaa ja siksi sitä tulisi mielestäni tu-
kea opetuksessa ja ylipäätään kiinnittää siihen huomiota koko matematiikan opetuk-
sen ajan lähtien alakoulusta. Oman kokemukseni mukaan matematiikan kieli nähdään 
usein selviönä ja opetus keskitetään matemaattisen ajattelun ymmärtämiseen. Kuiten-
kin sekä ajattelu, että kieli on oltava sisäistettynä, jotta muut matemaattisen yhteisön 
jäsenet hyväksyvät argumentit. Matematiikan osaajalle kielen ja sen rekisterin hallit-
seminen on selkeää, eikä siihen joudu kiinnittämään samalla tavalla huomiota, kuin 
vasta-alkaja joutuu. Etenkin opettajan on kyettävä huomioimaan ja reagoimaan ope-
tuksessa siihen milloin termit tulevat oppilaalle ensimmäistä kertaa eteen. 
4.1?Kielen?käyttäminen?matematiikassa?
Kirjoittamisen käyttäminen matemaattisten tehtävien ratkaisuissa edistää matematii-
kan oppimista, kehittää matemaattista ymmärtämistä, parantaa oppilaiden asenteita 
matematiikkaa kohtaan sekä helpottaa arviointityötä. Kirjoittaminen hyödyttää sekä 
opettajaa, että opiskelijaa, koska kirjoitusprosessi jättää näkyviin oman ratkaisun vai-
heita ja ajatteluprosessia. Näihin voi palata myöhemmin vielä uudestaan ja ratkaisua 
voi tarvittaessa muuttaa. Kirjoittaminen saattaa selkiyttää ja kehittää opiskelijan ma-
temaattista ajattelua, koska kirjoittamisen avulla opiskelija joutuu pohtimaan ratkaisua 
syvällisemmin jo ennen sen esittämistä verrattuna suulliseen vaihtoehtoon. (Morgan, 
2001.)  
Opiskelijalle tulee aluksi antaa aikaa pohtia, mitä käsiteltävä asia oikeastaan tarkoittaa. 
Eräs tapa saada heidät pohtimaan tutkittavaa käsitettä tai asiaa on pyytää heitä kirjoit-
tamaan ensin omat ajatuksensa paperille. (Tall, 2012.) Tämän jälkeen voidaan lähteä 
yhdessä pohtimaan näitä asioita ja kehittää ajatusta oikeaan suunta. Näin opiskelijat 
saavat selville mitä he oikeasti ajattelevat ja miten he ymmärtävät käytävän asian. 
Hahmottamisvaiheessa voi myös käyttää kuvia ja piirtämistä apuna.   
Mielestäni matematiikan opetuksessa on perusteltua hyödyntää kieltä ja erilaisia kuvia, 
sekä kannustaa ja opettaa tähän vaadittavia taitoja jo matematiikan opetuksen alusta 
lähtien. Tämänhetkinen käsitykseni ja tekemieni havaintojen perusteella oppilaat käyt-
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tävät varsin puutteellista kieltä ajattelun esittämisessä. Kieli auttaa opettajaa näke-
mään selkeämmin oppilaiden ajatukset ja auttaa huomaamaan aiemmin mahdolliset 
virhekäsitykset sekä tukemaan ajattelun kehitystä. 
 
Kielten ja kuvien käyttö auttaa opiskelijoita huomaamaan paremmin matematiikan, 
erityisesti abstraktimpien osien, yhteyden muihin aineisiin ja merkityksen arkielämän 
kannalta. Matemaattisella ajattelulla ja kielellä on siis selkeä yhteys, jota on mahdollis-
ta hyödyntää selkeästi matematiikan opetuksessa. Tämän avulla voisi olla mahdollista 
lisätä uudenlaista kiinnostusta matematiikkaan etenkin tällä hetkellä aineeseen nihke-
ästi suhtautuvien osalta. Se voisi myös olla vastaus matematiikkapelkojen vähenemi-
seen ja tuoda uudenlaista mielekkyyttä matematiikkaa kohtaan.  
??Kielentäminen?
Matematiikan kielentäminen tarkoittaa oman ajatteluprosessin jäsentämistä ja ku-
vaamista ääneen tai kirjallisesti käyttämällä matematiikan kielen eri tyyppejä. Ei siis ole 
olemassa oikeaa tai väärää tapaa kielentää, vaan kukin voi lähteä omista valmiuksis-
taan ja kehittää niitä. Kielentäminen jaetaan suulliseen ja kirjalliseen kielentämiseen. 
Suullinen kielentäminen tarkoittaa ajatuksien ja käsityksien kuvailua ääneen, kirjallinen 
kielentäminen taas vastaavaa kirjallisessa muodossa.  
Matematiikan kielentäminen riippuu tilanteesta eli matemaattisen kielen rekisteristä. 
Matematiikkaa kielennettäessä käytetään apuna matemaattisen kielen tyyppejä, joita 
siis ovat matematiikkaan liittyvä luonnollinen kieli, matematiikan symbolikieli ja ma-
tematiikan kuviokieli. Kielentäminen saattaisi innostaa sellaisia opiskelijoita, joille ma-
tematiikka on haastavaa syystä tai toisesta.  
Matematiikan opetuksessa on perusteltua käyttää kielentämistä opetusmetodina, kos-
ka sen avulla opiskelijat saavat hyvät edellytykset oppia matematiikkaa paremmin kuin 
ilman kielentämistä. Puhuminen ja kirjoittaminen antavat opettajalle keinoja auttaa 
oppilaita ja tehostaa opetuksensa kohdistumaan erityisesti haastaviin kohtiin. Toisaalta 
se saa myös opiskelijan tietoisemmaksi omasta ajattelustaan ja siten mahdollistaa 
opiskelijan matemaattisten kykyjen kehityksen ja soveltamisen. (Lee, 2006.) 
Kielentämistä voi siis hyödyntää erilaisten oppijoiden kanssa. 
Kielentämisessä opiskelija joutuu pohtimaan esitettävän asian tai käsitteen sisältöä. 
Häntä ohjataan jäsentämään ja perustelemaan vastauksiaan, sekä esittämään niitä 
muille. Hän reflektoi omaa ajatteluaan ja muokkaa opittua tietoa ennakkokäsityksiensä 
ja kokemuksiensa kautta. (Joutsenlahti, 2003a, 2009.) Kun opiskelija kielentäessään 
jäsentää omaa matemaattista ajatteluaan, verkottuu se kielen avulla muihin tietoyksi-
köihin ja tulee näkyväksi muille (Joutsenlahti, 2003b).  
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Erityisen tärkeää on pohtia ratkaisuunsa perusteluita. Kielentäminen on siis eräs väline 
oppia matematiikkaa paremmin ja tuoda esille omaa ajatuskulkua, sekä toisaalta ym-
märtää myös muiden ajattelua paremmin. Sen avulla yhdistyvät matemaattinen ajatte-
lu ja ajattelua tukevat matemaattiset perustelut, kuten kaavat, toisiinsa. Kyky sujuvaan 
kielentämiseen vaatii siis matematiikan kielen hallintaa ja matematiikan osaamista. 
5.1?Suullinen?kielentäminen? ?
Suullinen kielentäminen matematiikassa tarkoittaa opiskelijan tai opettajan suullista 
tapaa kuvata matemaattista ajatteluaan. Suulliseen kielentämiseen voidaan lukea pu-
humisen lisäksi muun muassa eleet, ilmeet liikkeet ja muu sanaton viestintä. Kun opis-
kelijat ilmaisevat ajatuksiaan ääneen, muistavat he käsitellyt asiat paremmin ja osaavat 
soveltaa niitä myös myöhemmin (Lee, 2006).  
Suullisessa kielentämisessä on tärkeää huomioida kielen matemaattinen luonne, koska 
siinä käytetään ainoastaan matematiikan luonnollista kieltä yhdistettynä muuhun kie-
leen. Matematiikan luonnollisen kielen avulla kuvaillaan sekä yhdistellään tarvittaessa 
kuviokieltä ja symbolikieltä. Arjen matematiikasta suuri osa on suullista kielentämistä 
vaativaa ja sen tähden matemaattisen ajattelun, osaamisen ja korrektin kielen käytön 
on toimittava yhdessä. 
Luokkahuoneessa tapahtuvasta matematiikan opetuksesta suurin osa matemaattisesta 
tiedosta muodostuu opettajan puheesta tai opettaja-oppilas-vuorovaikutuksesta (Chin, 
2006). Olisi siis hyvä, jos opetuksessa otettaisi yhä enenevässä määrin huomioon oppi-
laiden välisestä vuorovaikutuksesta seuraava oppiminen ja sovellettaisi näin sosiokon-
struktivistista oppimiskäsitystä. Opettajan on muutenkin järkevä tiedostaa, että myös 
hän voi oppia oppilailta ja, että oppilaiden välinen kommunikointi saattaa toimia innos-
tavana lisänä opetuksessa. Keskustelussa on tärkeää, että kaikki oppilaat otetaan mu-
kaan ja heitä kohdellaan tasapuolisesti. 
Eräs tapa toteuttaa tällaista keskustelua luokkahuoneessa on käyttää hyväksi opettajan 
ohjailemaa keskustelua. Tässä päävastuu keskustelusta on oppilailla, mutta opettajan 
tehtävänä on pitää keskustelu asiallisena, ja käsiteltävässä asiassa. Hän voi ohjailla kes-
kustelua esimerkiksi kysymysten avulla ja korjailla mahdollisia väärinymmärryksiä tai 
täydentää oppilaiden tietoja. (Chin, 2006.) 
Monien opiskelijoiden matemaattista ymmärrystä kehittää luokkatoverien kuuntele-
minen. Jotta tämä onnistuisi, ja mahdollisimman moni uskaltaisi ja haluaisi tuoda aja-
tuksensa esiin, on luokkaan saatava luotua kannustava sekä muiden ajatuksia kunnioit-
tava ilmapiiri. Muita tulee kuunnella ja kaikille osallistujille antaa mahdollisuus osallis-
tua keskusteluun. Opettajan on kuitenkin syytä muistaa, ettei puhe itsessään aina 
edesauta oppimista, vaan tulee ottaa huomioon myös puheen sisältö ja uskaltaa ottaa 
kantaa opiskelijan sanomisiin sekä ohjailla keskustelua tarpeen vaatiessa oikeille rai-
teille. (Chapin et al, 2009.) 
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Keskustelun ohjaamisen tavoitteena on opettaa käyttämään matemaattista kieltä ja 
kyetä perustelemaan ajatuksensa mahdollisimman selkeästi sekä kehittää tietoutta 
opiskeltavasta asiasta. Keskustelua voi ohjailla tehokkaasti viidellä erilaisella tavalla, 
joita ovat: uudelleen selittäminen, toistaminen, perusteleminen, täydentäminen ja 
odottaminen. Näiden avulla äänessä oleva opiskelija voi tarvittaessa jatkaa ajattelunsa 
selventämistä ja myös kuuntelijat saavat paremman käsityksen puhujan ajatuksista. 
(Chapin et al, 2009.) Nämä keskustelua ohjaavat tavat ovat toisiaan tukevia, ja niitä voi 
käyttää sekaisin.  
Keskustelua ohjaavista keinoista uudelleen selittäminen tarkoittaa sitä, että opettaja 
pyrkii toistamaan opiskelijan puheesta kaiken tai osan. Tämän jälkeen hän kysyy opis-
kelijalta toistiko hän opiskelijan ajatukset oikein, siis ymmärsikö hän juuri sen mitä 
opiskelija oli yrittänyt aiemmin sanoa. Tällöin opettaja saa käsityksen siitä onko opiske-
lija ymmärtänyt käytävän asia ja tarvittaessa pystyy myös korjaamaan väärän käsityk-
sen. Menetelmä on tehokas esimerkiksi silloin kun opettaja on itse ymmärtänyt mitä 
opiskelija puhuessaan on tarkoittanut, muttei ole varma ymmärsivätkö muut opiskeli-
jat. Uudelleen ilmaisemalla voidaan myös antaa aikaa opiskelijoille ymmärtää jokin 
haastavampi asiakokonaisuus tuomalla sama sisältö uudelleen esille. (Chapin et al, 
2009.) 
Toistamisen käyttäminen muistuttaa uudelleen selittämistä, mutta tässä toistajana on 
joku toisista opiskelijoista. Tällöin opettaja pyytää jotakuta toista opiskelijaa toista-
maan juuri sanotun asian sisällön ja kysyy ensin sanoneelta, oliko toistettu ajatus se 
mitä hän tarkoitti. Näin muut opiskelijat saavat toisenlaisen tavan kuulla sama asia, 
kuitenkin niin että puhujana on vieläkin vertainen. Lisäksi opettaja saa vielä varmistet-
tua, että muut opiskelijat todellakin kuuntelivat mitä luokkatoverit sanovat. (Chapin et 
al, 2009.) 
Perustelemisessa opiskelija joutuu vertaamaan omaa käsitystään toisen opiskelijan 
käsitykseen. Aluksi joku luokan opiskelija ilmaisee oman kantansa käytävään asiaan. 
Tämän jälkeen opettaja kysyy joltakulta tai joiltakuilta muilta opiskelijoilta ovatko he 
samaa vai eri mieltä esitetystä käsityksestä. Pelkästään mielipide ei riitä, vaan opiskeli-
jalta tulee myös vaatia perusteluja kannalleen. (Chapin et al, 2009.) Perustelemisen 
oppiminen on keskeinen osa matemaattisen ajattelun kehittämisen tukemista, ja sitä 
tulisi opettaa jo varhaisessa vaiheessa. 
Täydentäminen tarkoittaa sitä, että opiskelijaa pyydetään jatkamaan edellisen ajatus-
kulkua. Voidaan esimerkiksi kysyä koko luokalta yhteisesti, haluaako joku vielä sanoa 
jotakin käytävästä asiasta. Aluksi opettaja voi vielä toistaa esitetyt kannat ja pyytää 
niihin liittyen kommentteja. Ajan kanssa opiskelijatkin rupeavat tottumaan metodiin ja 
kertovat reippaammin omia näkemyksiään. (Chapin et al, 2009.) 
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Viimeinen tapa, odottaminen, tarkoittaa miettimisajan antamista opiskelijalle. Tässä 
opettajan ei oikeastaan tarvitse tehdä mitään, ainoastaan odottaa. Opiskelijalle tulisi 
antaa hetki aikaa koota ajatuksensa ja vastata esitettyyn kysymykseen, toisaalta aikaa 
voi myös antaa hetken vastauksen jälkeen ennen kuin siirtyy eteenpäin. Odottaminen 
keinona on kuitenkin usein luokkatilanteessa hyvin haastava. Opettajan on pidettävä 
huolta, ettei aseta ketään hiljaisuudella epämukavaan asemaan, muttei toisaalta myös 
kiiruhda eteenpäin liian nopeasti. (Chapin et al, 2009.) 
Keskustelun kohteet voivat myös vaihdella, ja tilanne huomioiden kannattaa valita so-
pivin tapa ohjata keskustelua. Aina opettajan ei tarvitse olla keskustelun vetäjä, vaan 
keskustelutilanteitakin voi organisoida monella eri tapaa ja oppilaille tarjota niiden 
avulla vastuuta. Jos joku oppilas ohjeistetaan keskustelun vetäjäksi, on opettajan syytä 
olla tilanteessa mukana tarkistamalla, että keskustelu pysyy käsiteltävässä asiassa ja 
toisaalta myös varmistaa käytettävien käsitteiden oikeellisuus, ja että ne on ymmärret-
ty niin kuin tilanne vaatii. Tämä on kokemukseni mukaan matematiikassa harvoin käy-
tössä, mutta voisi mielestäni toimia myös siinä. 
Ryhmämuotoisia keskustelutapoja ovat koko luokan välinen keskustelu, pienryhmissä 
tapahtuva keskustelu tai parikeskustelu (Chapin et al, 2009). Näistä kaikilla on omat 
hyvät ja huonot puolensa, ja käytettävä metodi on harkittava tilannekohtaisesti. Jos 
keskustelu tapahtuu suuremmissa ryhmissä, voi opettaja ohjata helpommin tilanteen 
kulkua. Pienemmissä ryhmissä taas kaikkien on pakko osallistua keskusteluun, jotta se 
saadaan toimimaan. Oman kokemukseni mukaan opiskelijat keskustelevat ahkerasti, 
jos heille antaa mahdollisuuden. Matemaattista keskusteluakin on suotava kuitenkin 
harjoitella ja antaa opiskelijoille aikaa muodostaa siitä käsitys ennen kuin sen voi olet-
taa toimivan parhaalla mahdollisella tavalla. 
5.2?Kirjallinen?kielentäminen? ?
Kirjallinen kielentäminen tarkoittaa ajatusten avaamista kirjallisesti käyttäen esimer-
kiksi sanoja, merkkejä, kuvia tai kaavioita. Kirjallista kielentämistä käytettäessä on 
otettava huomioon tarpeellisuus, sekä mielekkyys. Sitä käytetäänkin tyypillisesti sanal-
listen tehtävien yhteydessä. Perusteellista sanallista kielentämistä ei ole välttämättä 
järkevä käyttää jotakin yksinkertaista symboliseen kieleen perustuvaa laskutoimitusta 
tehtäessä (Lee, 2006). Kielentäminen työtapana vaatii harjoittelua ja ainakin aluksi 
keskittymistä, sekä tietoista pyrkimystä kuvaamaan omaa ajattelua. Omassa opiskelus-
sa kiinnitin tähän huomiota vasta lukiossa. 
Kielentämistapoja on hyvin erilaisia, ja niitäkin voi opetella uusia. Esimerkiksi lukion 
oppikirjoissa (Pitkä matematiikka, Sigma, Pyramidi) kielentäminen on perusteellista 
sekä monipuolista ja kirjasarjat kannustavat esimerkillään lukijoita kielentämään myös 
omaa ajatteluaan. Lukijan päätettäväksi jää lopulta, seuratako esimerkkiä vai ei. 
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Kirjallinen kielentäminen sitoo yhteen kaikki matematiikan kielen tyypit ja kannustaa 
tehokkaaseen liikkumiseen niiden välillä. Sen avulla matematiikan osaaminen ja kieli 
toimivat yhteydessä. Matematiikan osaamisessa korostuvat matematiikan tullessa 
haastavammaksi kaavojen käyttö ja niiden taustalla oleva matemaattinen ajattelu. Siis 
kielen ja matematiikan osaamisen suhde on tärkeä sekä oletettava kattavien peruste-
lutekniikan oppimiseksi. 
5.2.1?Sanalliset?tehtävät??
Matematiikan sanallisissa tehtävissä annetaan kysymyksen asettelu luonnollisella kie-
lellä. Sanallisille tehtäville on ominaista täsmällinen, lyhyt ja selkeä ilmaisu. Lähtökoh-
taisesti ratkaisija voi olettaa ainakin lukiotasolla ja ennen sitä löytävänsä tehtävään 
ratkaisun, tai ainakin, että siihen on mahdollista löytää yksikäsitteinen ratkaisu. Pää-
osin kaikkia tehtävänannossa olevia lukuarvoja tullaan hyödyntämään ratkaisussa, eikä 
turhaa tietoa esiinny. (Joutsenlahti, 2009b.) 
Sanallisia tehtäviä tarvitaan laskutoimitusten ymmärtämiseen ja niiden avulla voidaan 
kehittää ongelmanratkaisukykyä sekä tätä kautta myös matemaattista ajattelua. Sanal-
liset tehtävät voivat olla kirjallisia tai suullisia, tosin matemaattisten taitojen kasvaessa 
kirjallisten tehtävien lukumäärä alkaa painottua. Sanallisten tehtävien ratkaisustrategia 
alkaa tyypillisesti ongelman hahmottamisella. Tästä edetään matemaattisen mallin 
luomiseen ja ongelman ratkaisemiseen. Ongelma päättyy ratkaisun kääntämiseen ta-
kaisin sanalliseksi. (Oravecs et al, 2003.) Sanallisten tehtävien ratkaisustrategiassa yh-
distyvät siis Tallin (Tall, 2009, 2010, 2012) kolme maailmaa ja niiden välillä liikkuminen 
kielentämiseen. 
Etenkin sanallisissa tehtävissä on usein ongelmana se, etteivät heikommat opiskelijat 
edes yritä tai halua ymmärtää kyseessä olevaa ongelmaa. He siirtyvät suoraan laskuihin 
käyttäen tehtävässä annettuja numeroarvoja ja jättävät vastaukset mielekkyyden ana-
lysoinnin kokonaan pois. Opettajalla tosin voi olla hankaluuksia havaita milloin opiskeli-
ja ei oikeasti ymmärrä tilannetta, koska he hallitsevat usein tehtävän etenemiseen 
vaadittavan strategian, joka ei yleensä vaadi tehtävän todellista ymmärrystä. (Kajamies 
et al, 2010.) Tällöin tehtävässä tavoiteltua varsinaista ajatteluprosessia ei tehdä, eikä 
siis välttämättä edes vastata haluttuun kysymykseen. Tulevaisuuden kannalta olennai-
sia tavoitteita ei saavuteta. Ongelmien havaitsemisessa eräs ratkaisu on kielentäminen, 
tätä tosin tulisi jo harjoitella mielestäni alakoulussa. 
Oppilaiden matemaattiset kyvyt ovat yhteydessä siihen tapaan, jolla he ratkaisevat 
matematiikan ongelmia (Kajamies et al, 2010). Ei siis ole perusteltua odottaa alakoulu-
laisen osaavan olla yhtä perusteellinen ja systemaattinen ratkaisuissaan kuin esimer-
kiksi lukiolainen jo saattaa olla. Olennaista on, arjen kannalta, osata tehdä sanallisia 
tehtäviä perusteluineen. 
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5.2.2?Ratkaisumallit?
Joutsenlahden (2009, 2010) mukaan kirjallinen kielentäminen jaetaan viiteen päämal-
liin, joita ovat standardi-, tiekartta-, kertomus-, kommentti- ja päiväkirjamalli. Päämal-
lien lisäksi on olemassa näiden muunnoksia ja sekoituksia. Kielentämismallit ovat toisi-
aan täydentäviä. Seuraavassa kuvaan jokaiselle tavalle tyypillisiä piirteitä ja lopussa on 
näistä vielä taulukko (Taulukko 2). 
Standardi-mallia esiintyy erityisesti peruskoulun oppikirjoissa esimerkiksi aritmetiikan 
osalta, ja se perustuu tyypillisesti vain matematiikan symbolikieleen. Tässä mallissa 
ratkaisijaa kannustetaan käyttämään ratkaisutapaa, johon kuuluvat lausekkeet, laskut 
ja lopuksi vastaus yksiköiden kanssa. Käytetty kieli on näin ollen lähes ainoastaan ma-
tematiikan symbolikieltä. Tarkoituksena on toistaa tätä samaa tapaa tehtävissä, eikä 
ratkaisijan oma ajattelu, perustelutekniikka tai ymmärrys saa tukea. (Joutsenlahti, 
2009 a, 2010.) Tämä malli nähdään yleensä perinteisenä tapana tehdä matematiikan 
alemman tason tehtäviä.  
Tiekartta-mallissa taas aloitetaan ratkaisun kirjoittaminen kuvailemalla ensin koko rat-
kaisuprosessi sanoin ja mahdollisesti myös kuvin. Tarkoituksena on antaa lukijalle etu-
käteen käsitys ratkaisun etenemisestä ja tarjota perustelut käytettävistä metodeista. 
Ratkaisussa edetään siis luonnollisen kielen ja kuviokielen avulla matematiikan symbo-
likieleen, jolla tehdään sanallisesti kuvatut laskut. Mallin loppuosa vastaa standardi-
mallia. Mallien erona on se, että tiekartta mallissa kirjoitetaan auki symbolikielen taka-
na oleva ajattelu toisin kuin standardi-mallissa. (Joutsenlahti, 2009 a, 2010.) 
Kertomus-mallissa ratkaisuprosessia kuvaillaan vaiheittain sanallisesti ja mahdollisesti 
myös kuvien avulla. Ratkaisun etenemistä ohjataan käyttämällä väliotsikoita, joiden 
tarkoituksena on kertoa lukijalle mitä ollaan seuraavaksi tekemässä ja miksi. Ratkaisus-
sa käytetään tietoisesti monipuolista kieltä kuvaamaan oman ajatteluprosessin etene-
mistä ja tavoitteena on tehdä ratkaisun seuraaminen lukijalle mahdollisimman helpoksi. 
Lukijan on helppo havaita mahdolliset puutteet ratkaisussa ja selvittää onko ratkaisija 
ymmärtänyt tekemänsä tehtävän oikein. (Joutsenlahti, 2009 a, 2010.) 
Kommentti-mallissa ratkaisu etenee kahdessa osassa niin, että ratkaisija laskee tehtä-
vän toiselle puolelle matematiikan symbolikielen avulla, ja kirjoittaa joka kohdan vie-
reen ratkaisussa käyttämiään perusteluita. Tätä mallia voidaan pitää perinteisenä pe-
dagogisena mallina, ja monet opettajat käyttävätkin tätä taulutyöskentelyssään. (Jout-
senlahti, 2009 a, 2010.) 
Päiväkirja-mallissa keskiössä on tehtävän tekijän oman prosessin selkeyttäminen itselle, 
eikä niinkään ratkaisun seuraamisen helpottaminen lukijalle. Ratkaisu etenee pääosin 
standardi-mallin mukaisesti, jota tarvittaessa selkiytetään sanoin ja kuvin. Tässä ma-
tematiikka toimii vuorovaikutuksessa kuvien ja muun tekstin kanssa ja muodostaa lop-
putuloksena päiväkirjamaisen esittämistavan. (Joutsenlahti, 2009 a, 2010.) 
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Taulukko 2: Kirjallisessa kielentämisessä käytettävät ratkaisumallit. 
Kaikissa kielentämismalleissa tavoitteena on antaa vastaus erillisenä ja pääsääntöisesti 
kokonaisin virkkein. Näin opiskelija tulee automaattisesti laittaneeksi vastaukseen mu-
kaan yksiköt ja tarkistaa vielä vastanneensa todellakin siihen mitä kysyttiin. Luontevaa 
on myös tässä vaiheessa tehdä vastauksen järkevyyden arviointia. (Joutsenlahti, 2009.) 
Ratkaisuprosessissa käytetty malli kuvaa mielestäni tehtävän tekijän tyyliä, eikä sinäl-
lään anna viitteitä matematiikan taidoista tai kiinnostuksesta. Esimerkiksi standardi-
mallin käyttö ei välttämättä tarkoita vähempää matematiikan tietämystä kuin kerto-
mus-mallin käyttö. Ratkaisussa käytetty kielentäminen voi olla todella perusteellista, 
mutta tämä ei vielä tarkoita että kielentämisellä yhdistetty matematiikan ajattelu ja 
kaavojen käyttö kohtaisivat toisensa korrektissa muodossa. 
5.3?Kuvien?käyttö?
Ihmiset oppivat ja hahmottavat erilailla matematiikkaa ja siihen liittyviä ongelmia. 
Etenkin visuaalisille oppijoille kuvien käyttäminen opetuksessa ja muutenkin ratkaisu-
prosessissa on tärkeää, eikä siitä varmasti muillekaan ole haittaa. Visuaalisuus nähdään 
tyypillisesti keskeisenä osana geometrisia ongelmia, mutta sitä ei voi unohtaa muun 
matematiikan yhteydessä. Kuvien käyttöä sanallisten tehtävien hahmottamisessa ja 
ymmärtämisessä on tutkittu paljon (Bishop 1989). Kuvien käyttäminen on olennainen 
osa perusteluissa ja yksi kielen tyyppi, joten kielentämistapana yleisesti käytetty. 
Matematiikan sanallisissa tehtävissä käytettävät kuvat voidaan jaotella esimerkiksi 
niiden tavoitteiden mukaisesti neljään luokkaan, joita ovat koristeelliset kuvat, esittä-
vät kuvat, järjestelmälliset kuvat sekä informatiiviset kuvat. On havaittu, että koristeel-
lisia kuvia lukuun ottamatta kaikella kuvallisella hahmottamisella on yhteys ongelman 
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menestyksekkääseen ratkaisemiseen. Jos huomio kuitenkin kiinnittyy epäoleellisiin 
osiin, on sillä häiritsevä vaikutus. (Elia et al, 2004.)  
Kuviksi voidaan laskea kaikki muu paitsi sanoilla kirjoitettu kirjallinen materiaali. Siis 
kuvia voivat olla esimerkiksi derivaattaan liittyen erilaiset kulkukaaviot, kuvaajat ynnä 
muu visuaalisuus. Derivaatan keskeiset käsitteet ovat mielestäni tärkeää kyetä hah-
mottamaan myös kuvallisesti. Monille opiskelijoille derivaattaan liittyvät asiat ovat 
lukiossa havaintojeni mukaan teoriassa ymmärrettäviä, mutta he eivät kykenisi piirtä-
mään tilannetta tai havainnollistamaan sitä kuvalla. Kuvien käyttämisessä kielentämi-
sen osana on suuri hyöty siis tilanteen hahmottaminen ja yhdistäminen konkreettisuu-
teen. Kuvat tukevat ajatteluprosessin etenemistä ja helpottavat sen seuraamista. 
5.4?Kielentäminen?siltana?ajattelun?ja?kaavojen?käytön?välillä?
Matematiikassa kaavat ovat näkyvässä asemassa päättelyketjua ja niiden käytön mer-
kitys korostuu etenkin matemaattisen tiedon kasvaessa. Lukiossa matematiikan tunti-
en keskeinen osa on ymmärtää ja oppia käyttämään matemaattisia kaavoja päättely-
ketjun tukena. Matematiikka on jopa kuvattu kaavojen tieteeksi ja matemaatikkoja 
kaavojen etsijöiksi (Steen, 1990). 
Matemaattista tietoa kuvataan kaavojen avulla formaalissa muodossa. Kaavojen taka-
na olevan ajattelun tavoitteena on ymmärtää monessa tapauksessa ympärillä olevasta 
maailmasta tehtyjä havaintoja ja helpottaa niiden käsittelyä. On havaittu, että mate-
maattista ymmärrystä laajentavat kuvallisen ilmaisun kehittyminen sekä kaavojen ja 
rakenteiden tutkiminen (McCluskey et al, 2013).  
Rakenteellinen tietous mahdollistaa kaavoille ominaisten yhteyksien yleistämisen ja 
mahdollistaa uusien oletuksien tekemisen muissa tilanteissa (McCluskey et al, 2013). 
Vaikka kaavojen ymmärtäminen ja niiden käyttö osoittaa matemaattista ymmärrystä 
sekä on keskeinen tapa perustella ajatuksiaan ja tehdä tehtävä, ei kaavan käyttö vielä 
välttämättä osoita tilanteen todellista ymmärrystä.  
Esimerkiksi lukiossa monet derivaattaan liittyvät tehtävät etenevät tietyllä strategialla, 
joka toistuu vastaavanlaisena suurimmassa osassa tehtäviä. Tehtävät saattavat tällöin 
muuttua mekaanisiksi ja niiden taustalla oleva matemaattinen ajattelu olla vähäistä. 
Oikealla kaavan käytöllä saattaa paikata muuten puuttuvaa matemaattista tietoutta 
asiasta. 
Matematiikassa kaavojen taakse kätkeytyy tyypillisesti paljon vaativaa ajattelua. Kie-
lentämisen avulla saadaan matemaattinen ajattelu yhdistettyä matemaattisesti korrek-
tiin ilmaisuun, kuten kaavojen käyttöön. Kielentämistä voisi ajatella liimana, joka yhdis-
tää matemaattiset kaavat ja ajattelun. Sen avulla perustellaan tehtyjä valintoja ratkai-
sussa ja kirjoitetaan auki suppeiden kaavojen käyttämisen vaiheita. Kielentämällä on 
helpompi ymmärtää tehtävän kulkua ja se pakottaa tekemään ajatteluprosessia uudel-
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la tavalla. Kielentäminen ei siis ole käytännössä uusi asia, vaan pikemminkin erilainen 
tapa esittää tietoa ja auttaa ymmärtämään käsiteltävää tehtävää. 
Kielentämisen etuna on ajattelun näkyväksi tekeminen ja jäsentely sekä itselle, että 
muille. Se siis toisaalta opettaa matemaattisesti korrektia ilmaisua ja siihen liittyvää 
päättelyketjua, sekä auttaa havaitsemaan ongelmakohdat tai puutteet päättelyketjus-
sa. Kielentämisen avulla saadaan yhdistettyä tehokkaammin kaavojen käyttöön vaadit-
tava matemaattinen pohdinta tilanteesta.  
Käytännössä kielentäminen yhdistää Tallin kolmen maailman (Tall, 2009, 2010, 2012) 
mukaisen ajattelun matematiikan esittämiseen.  Ensimmäisessä maailmassa kielentä-
misen on mielikuvien tasolla, siinä tehdään havaintoja ja hahmotellaan tilannetta. Toi-
sessa maailmassa tehdyt havainnot alkavat jäsentymään ja tilanne voidaan jo hahmo-
tella kuvien ja laskennan kautta. Tarkka määrittely kuuluu kolmanteen maailmaan, 
jossa käytetään kaavoja ja määritelmiä. Nämä kaikki maailmat toimivat osittain rinnak-
kain ja limittäin päättelyssä, mutta niitä kaikkia tarvitaan tehtävän ratkaisuprosessissa. 
Kielentämisen avulla yhdistetään maailmat ja niiden taustalla oleva matemaattinen 
sisältö perusteluihin. 
5.5?Opettajan?osuus?
Koulutasolla matematiikan opetuksen keskiössä ovat oppilaat ja tavoitteena on saada 
heidät ymmärtämään ja innostumaan matematiikasta. Tämän takia on perusteltua 
hyödyntää opetuksessa kielentämistä nimenomaan oppilaslähtöisesti huomioimalla 
heidän tarpeensa ja kykynsä tilannekohtaisesti. Opettajan tehtäväksi jää siis tilanteen 
koossapitäminen ja ohjaaminen kohti tavoitteita, sekä oppilaan tukeminen oppimis-
prosessin aikana. Oppimistilanteiden luonnissa on huomioitava kohderyhmä ja sen 
tarpeet. 
Opettajan on suositeltavaa suunnitella etukäteen kielentämistilanteen vaatimat ope-
tusjärjestelyt, kuten käytävät esimerkit, huolella. Opettaja saa tätä silmälläpitäen tie-
toa opiskelijan ajatteluprosesseista tarkkailemalla opiskelijan toimintaa ja arvioimalla 
hänen kielentämisessä muodostuvaa kuvaa. Opettaja arvioi sekä opiskelijan ajattelun 
ja käsityksien sisältöä, että ohjaa sen muodostumista oikeaan suuntaan muun muassa 
keskustelun ja opetusjärjestelyjen muodossa. Ajattelua pääsee mahdollisimman lähelle 
silloin kun opettaja antaa opiskelijan rauhassa muodostaa oman kuvansa ja antaa opis-
kelijan kertoa päätelmistään omin sanoin. (Joutsenlahti, J. 2003.) 
Etenkin lukiossa opetusryhmät ovat tyypillisesti melko suuria, joten kaikki opiskelijat 
eivät välttämättä pääse joka kerralla kielentämään opettajan kuullen. Siksi opetuksessa 
voi oppilaita kehottaa kirjoittamaan tekemiensä tehtävien yhteyteen ratkaisuprosessin 
aikana muodostuvia ajatuksia, joita sekä opettaja, että opiskelija voivat myöhemmin 
vielä analysoida. Opiskelijan ja opettajan lisäksi muut opetustilanteessa olevat opiskeli-
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jat muodostavat olennaisen osan, koska he muiden ajatuksia seuratessa muokkaavat 
samanaikaisesti omia käsityksiään ja reflektoivat oppimistaan. (Joutsenlahti, 2003.) 
 
Kuva 3: Kielentämisessä luokkayhteisön jäsenet ja tekijät. (Joutsenlahti, 2003a)  
5.6?Kielentämisestä?aiemmin?tehty?tutkimus?
Suomessa kielentämisen tutkiminen matematiikan opetuksessa on alkanut vajaa kym-
menen vuotta sitten. Tämän tavan tutkia on aloittanut matematiikassa Jorma Joutsen-
lahti Tampereen yliopistosta. Hän vetää siellä yhdessä äidinkielen osuudesta vastaavan 
Pirjo Kuljun kanssa Sanan lasku -projektia, joka on matematiikan ja äidinkielen ainera-
jojen ylittyvä projekti (Joutsenlahti et al 2010c). Siinä on tarkoituksena löytää uusia 
työtapoja näiden aineiden opetukseen ja eräs työtapa on kielentäminen. Ajatuksena 
on tukea ongelmalähtöistä oppimista. 
Viimeisen parin vuoden aikana on kielentämistutkimuksia tehty paljon. Suuri osa niistä 
liittyy sanan lasku-projektiin, jossa ovat olleet mukana auttamassa useat luokanopetta-
jaopiskelijat tekemiensä pro gradu -tutkimusten avulla. Kielentämistutkimuksia ovat 
tehneet tähän projektiin liittyen ainakin Alén, Mansikka-aho ja Sirén sekä Mäckling ja 
Nikula.  
Alén selvitti Multisemioottinen näkökulma matematiikan sanallisten tehtävien opetuk-
sessa peruskoulun 2. luokalla -tutkimuksessaan (2012) miten sanallisia tehtäviä voisi 
integroida matematiikan opiskeluun ja tutki oppilaiden sanallisten tehtävien hallintaa 
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sekä niiden solmukohtia. Siinä keskityttiin erityisesti matematiikan kielen eri muotojen 
välisiin suhteisiin ja kielentämiseen sanallisissa tehtävissä, jossa kohderyhmänä olivat 
alakoulun 2. luokkalaiset. Tutkimukseen kuului matematiikan sanallisten tehtävien 
testejä ja solmukohtiin keskittyviä opetustuokioita. Ongelmia oli vertaamis- ja suu-
ruusero tehtävissä, sanallisten tehtävien kielellisissä ilmauksissa ja matematiikan sym-
bolikielen muuttamisessa luonnolliseksi kieleksi. Tulosten nojalla opintojakso paransi 
oppilaiden tuloksia edellisissä kohdissa ja niiden mukaan piirtäminen hyödytti ratkai-
suprosessin yhteydessä. 
Mansikka-aho ja Sirén (2012) tutkivat matemaattisen ajattelun ilmaisua suullisen kie-
lentämisen avulla. Painopisteinä ovat matematiikan suullisen kielentämisen käytänteet, 
oppilaiden käyttämä kieli ja toimintamateriaalien merkitys suullisessa kielentämisessä. 
Kohteina oli viidennen luokan oppilaita ja opettajia 3.-6. luokilta. Tulosten mukaan op-
pilaat käyttävät lähinnä luonnollista kieltä selittäessään matemaattisia käsitteitä, mut-
ta tutuista käsitteistä he osaavat käyttää myös matematiikan kieltä. Suullisen kielen-
tämisen havaittiin olevan merkityksellistä kaikkien osapuolten kannalta. Lisäksi huo-
mattiin, että toimintamateriaali tukee oppilaiden suullista kielentämistä jos sen käyttö 
on oppilaille tuttua ja laskutoimitus on riittävän haastava. 
Mäckling ja Nikula (2010) taas tutkivat matemaattisen ajattelun ilmaisua kirjallisen 
kielentämisen avulla kohderyhminä kolmas-, viides- ja seitsemäsluokkalaiset. Tutki-
muksessa selvitettiin erityisesti kielentämisen hyödyllisyyttä oppilaiden ja opettajien 
näkökulmista, sekä millaiset oppilaat hyötyvät kielentämisestä. Saatujen tulosten no-
jalla monet oppilaat ja opettajat kokivat hyötyvänsä oppilaiden kirjallisesta kielentämi-
sestä matematiikassa, ja etenkin keskitason oppilaat kokivat hyötyvänsä eniten. Tämä 
tutkimus antaa pohjaa tulevalle tutkimukselle, eivätkä sen tulokset ole suoraan yleis-
tettävissä suurelle joukolle. Lisäksi havaittiin, että kielentäminen on suositeltava työta-
pa kokeiltavaksi. 
Muuallakin Suomea on kiinnostuttu kielentämistutkimuksesta. Kielentämisestä on aloi-
tettu järjestämään koulutustilaisuuksia opettajille. Helsingin yliopistolla on tekeillä sii-
hen liittyen tutkimuksia ja 2012 ilmestyi Väyrysen tutkielma, jossa kielentämistä sovel-
lettiin avaruusgeometrian työtapana. Tutkimuksen kohderyhmänä olivat yhdeksäs-
luokkalaiset, joiden avaruusgeometrian opetuksessa hyödynnettiin kielentämistä sekä 
varsinaisissa opetustuokioissa, että kotitehtävissä. Tutkimuksessa analysoitiin oppilai-
den käyttämää kielentämistä kirjallisissa tehtävissä. 
Lähinnä sanan lasku-projektin myötä kielentämiskokeilut painottuvat toistaiseksi hyvin 
voimakkaasti peruskouluun ja etenkin alakoulun puolelle. Mielestäni korkeamman as-
teen opiskelijat on jätetty varsin vähälle huomiolle. Haluankin ottaa selvää, miten lu-
kiolaiset kielentävät ja miten heidän matemaattista osaamistaan voisi tukea kielentä-
misen avulla. 
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??Derivaatta??
Derivaatan opiskelu alkaa lukiossa, tyypillisesti toisena opiskeluvuotena (LOPS, 2003). 
Se sisältyy sekä pitkään, että lyhyeen matematiikkaan. Pitkässä matematiikassa tosin 
käsitellään derivaattaa perusteellisemmin.  
Kokemuksen mukaan melko monet lukiolaisista vain turvautuvat derivointikaavojen 
pyörittelyyn ja ulkoa opetteluun sen sijaan, että ymmärtäisivät tekemänsä todellisen 
merkityksen. Yritän vastata tähän ongelmaan tämän tutkielman ja kielentämisen avulla. 
Opetuksessa tulisi mielestäni huomioida kyseinen haaste ja korostaa ymmärtämistä, ei 
tiettyä rakennetta tehtävien teossa.  
Kielentämisen käyttäminen derivaatan yhteydessä auttaa opiskelijoita yhdistämään 
derivaatan kuvallisen ja käsitteellisen hahmottamisen. Derivaattoja laskettaessa käyte-
tään paljon derivointikaavoja. Kielentämisellä voidaan sitoa yhteen derivointitehtävien 
taustalla oleva matemaattinen ajattelu ja derivointikaavat. Derivaatta on käsitteenä 
abstrakti asia, mutta konkretisoituu kielentämisen avulla. Silloin opiskelija joutuu miet-
timään tehtävän taustalla olevia perusteluja ja kieltä, jonka avulla kuvaa havaintonsa. 
6.1?Opetussuunnitelma?
Opetusta ohjaa pitkälti vallitseva opetussuunnitelma. Tämänhetkinen opetussuunni-
telma (LOPS 2003) astui voimaan vuonna 2003 ja se tuli ottaa opetuksessa viimeistään 
käyttöön syksyllä 2005. Kuten opetussuunnitelmastakin huomaa, on matematiikka 
keskeinen osa opetusta ja kulttuuria. Kaikkien kansalaisten tulisi ymmärtää, hyödyntää 
ja kyetä tuottamaan ainakin jollakin tasolla matemaattista tietoa, kuten ymmärtää lu-
kemansa kaaviot ja arkipäivässä tarvittavat matemaattiset taidot. Matematiikan ope-
tuksen tehtävänä on tutustuttaa opiskelija matemaattisen ajatteluun, matematiikan 
perusrakenteisiin ja ideoihin, opettaa käyttämään puhuttua ja kirjoitettua matemaat-
tista kieltä sekä kehittää laskemisen ja ongelmanratkaisuun tarvittavia taitoja. (LOPS 
2003.) 
Matematiikan opetustilanteita organisoitaessa tulisi huomioida koulussa opetettavan 
matematiikan ja arkielämän matematiikan välinen yhteys, joiden avulla kannustetaan 
opiskelijaa löytämään ja pohtimaan luovia ratkaisuja käsiteltäviin ongelmiin. Opetusti-
lanteet tulisikin järjestää niin, että ne herättävät opiskelijan pohtimaan ja havainnoi-
maan itse, kannustavat tekemään oletuksia ja päätelmiä, samalla kuitenkin perustellen 
omia kantojaan. Tarkoituksena on erityisesti ohjata opiskelijoita tunnistamaan erilaisia 
keskeisiä matematiikkaan lukeutuvia käsitteitä ja tunnistamaan niiden merkitys ja lii-
toskohdat laajempiin kokonaisuuksiin. Pitkän matematiikan tehtävänä on antaa val-
miudet jatko-opiskelua varten. (LOPS 2003.) 
Kuten matematiikan yleisistä tavoitteista huomaa, on kielentäminen keskeinen osa 
matematiikan oppimista ja opetusta. Opetussuunnitelmassa ei suoraan mainita kielen-
tämistä, mutta kuitenkin siinä oletetaan, että opiskelijalla on valmiudet käyttää sitä. 
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Jotta opiskelijat tajuaisivat tämän vielä selvemmin, olisi hyvä ottaa se selkeästi mukaan 
opetukseen ja korostaa kielentämisen merkitystä tulevaisuuden kannalta. Ilman asialli-
sia perusteluja jokin, vaikkakin oikea matemaattinen päätelmä, jää helposti vakuutta-
matta kuulijakuntaa.  
Derivaatta-kurssin (MAA7, Derivaatta) tavoitteena on, että opiskelija osaa kurssin jäl-
keen määrittää rationaalifunktion nollakohdat ja ratkaista yksinkertaisia rationaa-
liepäyhtälöitä sekä omaksuu funktion raja-arvon, jatkuvuuden ja derivaatan käsitteet. 
Kurssilla tulisi oppia yksinkertaisten funktioiden derivointi, ja tutkia derivaatan avulla 
polynomifunktion kulkua sekä määrittää sen ääriarvot. Sovellusongelmien yhteydessä 
opiskelijoilla tulisi olla valmiudet määrittää rationaalifunktioiden suurimmat ja pie-
nimmät arvot. (LOPS 2003.) 
Kuten kurssin tavoitteistakin jo huomaa, ovat kurssin keskeistä sisältöä rationaaliyhtä-
löt ja – epäyhtälöt sekä funktion raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta. Kurssilla keskitytään 
myös funktioiden tulon ja osamäärän derivointiin, sekä funktion kulun tutkimiseen ja 
ääriarvojen määrittämiseen. (LOPS 2003.) Derivaatta on siis keskeinen osa pitkän ma-
tematiikan opetusta lukiossa. 
Lyhyessä matematiikassa opetuksen tavoitteena on tarjota valmiuksia käsitellä ja ym-
märtää matemaattista tietoa, sekä käyttää matematiikkaa elämän eri vaiheissa. Deri-
vaattaa käsitellään ainoastaan kurssilla 4: Matemaattinen analyysi (MAB4), jossa käsi-
tellään pääasiassa polynomifunktioiden derivointia.  
6.2?Lukion?pitkä?matematiikka?
Lukion pitkässä matematiikassa (LOPS 2003) käydään derivaattaa aiheena kursseilla 7 
(MAA7: Derivaatta), 8 (MAA8: Juuri- ja logaritmifunktiot) ja syventävällä kurssilla 13 
(MAA13: Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi). Tutkimukseni keskittyy näis-
tä kurssille 7, jossa käydään derivoinnin perusasiat läpi. Tämä kurssi käydään tyypilli-
sesti  toisena opiskeluvuotena ja  sitä  varten tulee olla  jo  melko edistyneet taidot ma-
tematiikasta sekä kyetä ajattelemaan matemaattisesti ja yhä enemmän abstraktisti.  
Koska derivointi esiintyy ensimmäisellä kertaa lukiossa, eivät henkilöt, jotka eivät mene 
lukioon, opi tätä. Arjessa pystyy siis elämään hyvin ilmankin, mutta taitona ja tietona 
tuo lisää matemaattiseen ymmärrykseen. Tutkimustani varten tutustuin tällä hetkellä 
markkinoilla oleviin kirjasarjoihin Pitkä matematiikka, Sigma, Laudatur, Pyramidi ja 
Lukion Calculus.  
Otavalla on tässä opetussuunnitelmassa markkinoilla samoihin aikoihin ilmestynyt kak-
si eri kirjasarjaa: Lukion Calculus ja Laudatur. Näistä Calculus-kirjassa on yhdistetty sa-
maan kirjaan kurssit 7 ja 8, jotka molemmat käsittelevät derivaattaa. Kurssi alkaa ra-
tionaalifunktiosta, -yhtälöstä ja -epäyhtälöstä. Seuraavaksi siirrytään funktion raja-
arvon ja jatkuvuuden kautta funktion derivaattaan. Tutustutaan derivaatan ominai-
suuksiin, joista edetään funktion ääriarvoihin ja derivaattaan liittyviin sovelluksiin. Il-
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maisu on kautta kirjan hyvin tiivistä niin sisällöllisesti kuin myös ulkoisen olemuksen 
kautta, kuvia ja tehtäviä ei ole kovin paljoa. Käytettäviä kaavoja ei johdeta. 
Laudatur-kirja alkaa Calculuksen tavoin rationaalifunktiosta, -yhtälöstä ja epäyhtälöstä. 
Derivaattaan edetään funktion raja-arvon ja jatkuvuuden kautta. Tästä edetään käyrän 
tangenttiin ja normaaliin, sekä tulon, osamäärän ja potenssin derivaattoihin. Näiden 
jälkeen tutkitaan funktion kulkua ja harjoitellaan kuvaajien piirtämistä. Kirja päättyy 
pienin- ja suurin arvo- tehtäviin, sekä derivaatan sovelluksiin. Kirjassa on paljon ha-
vainnollistavia kuvia ja tekstiä oppilaan ajatuskulun tukemiseen. Jokaisen kappaleen 
alussa on listattu ranskalaisin viivoin luvun keskeiset käsitteet. Kaavoja johdetaan. 
Otavan tavoin myös Tammella on kaksi eri kirjasarjaa pitkässä matematiikassa: Pyra-
midi ja Sigma. Näistä Sigma on uudempi. Pyramidi aloittaa kattavalla funktion ominai-
suuksiin tutustumisella, josta edetään rationaalifunktioihin. Tästä siirrytään funktion 
raja-arvoon ja jatkuvuuteen. Kurssin puolivälin tienoilla päästään käsitteeseen deri-
vaatta ja sen erilaisiin ominaisuuksiin. Lopuksi tutkitaan vielä funktion kulkua ja erilai-
sia sovelluksia. Kirja on hyvin teoriapainotteinen, perusteellinen ja sisältää paljon eri-
laisia esimerkkejä. Derivaatan pohjustaminen on kattavaa, ja se vie noin puolet kurssis-
ta. Lopussa lisätietona lukion pitkää matematiikkaa pidemmälle vietyjä tietoja, kaavoja 
on johdettu. 
Sigma-kirja on jaettu neljään pääkokonaisuuteen, joita ovat rationaalifunktiot, funktion 
raja-arvo ja jatkuvuus, derivaatta, sekä derivaatan käyttö. Jokaisen kokonaisuuden 
alussa on kaavio, johon on kerätty tarvittavat pohjatiedot kokonaisuuden ymmärtämis-
tä varten, luvun keskeiset asiat ja mihin tietoja käytetään jatkossa. Kirjassa on paljon 
erilaisia taulukoita, värejä ja selostuksia lukemisen helpottamiseksi ja tiedon jäsentä-
miseksi. Uusiin tehtävätyyppeihin on annettu reseptimäiset ratkaisuohjeet, joiden 
avulla tehtävät suositellaan tehtäviksi. Varsinaista kaavoihin johtoa ei ole, mutta niitä 
on käyty esimerkin tavoin läpi joillakin konkreettisilla lukuarvoilla. 
WSOY:n Pitkä matematiikka aloittaa Derivaatta-kurssin rationaalifunktion ja -
lausekkeiden kertaamisella. Siitä edetään funktion raja-arvon ja jatkuvuuden kautta 
kasvunopeuteen. Vasta tässä vaiheessa otetaan käyttöön derivaatta käsitteenä ja se 
tuodaan lukijalle raja-arvon kautta. Derivaatan perusominaisuuksiin tutustumisesta 
siirrytään tutkimaan polynomifunktion kulkua ja siihen liittyviä sovelluksia. Sitten poh-
ditaan funktioiden tulon, potenssin ja osamäärän derivaattaa. Lopuksi palataan takai-
sin rationaalifunktioihin ja -yhtälöihin sekä niiden sovelluksiin. Derivaatta yritetään 
hahmottaa kautta kirjan kuvien avulla ja opetus rakennetaan visuaalisen hahmotuksen 
pohjalle. Kaavoja johdetaan. 
Kirjasarjoille on siis yhteistä melko samanlainen etenemisjärjestys, erona tavat joilla 
asiat esitetään. Kaavojen johtoa on käyty läpi kirjoissa Pitkä matematiikka, Pyramidi ja 
Laudatur. Kaikkein tiivein ilmaisutapa on kirjalla Calculus, kun taas Pitkässä matematii-
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kassa pyritään hahmottamaan derivaatta nimenomaan visuaalisuuden kautta. Mieles-
täni teoreettisin kirja on Pyramidi ja reseptimäisin Sigma. Laudatur on jotain näiden 
väliltä. Tutkimukseen osallistuvalla ryhmällä on Pitkä matematiikka-sarja käytössä 
Lukiokirjoissa, joissa käytettiin kielentämistä, oli sitä käytetty monipuolisesti. Kirjoissa 
käytettiin erilaisia kielentämis-malleja, sekä kuvia ja kaavioita. Malleja oli käytetty sekä 
puhtaina, että kombinaationa. Käytetty kielentäminen oli perusteellista ja siihen kan-
nustettiin. 
Kokeissa kaavoja ei tarvitse muistaa ulkoa, vaan niissä saa tyypillisesti käyttää Maol-
taulukkokirjaa (Seppänen et al 2006). Kirja sisältää derivaatan määritelmän ja kaikki 
keskeisimmät derivointikaavat.  
6.2.1?Määritelmä?
Oletetaan, että funktio ? on määritelty välillä ]??,??[ ja että ?????]??,??[. Jos ero-
tusosamäärän raja-arvo  
??(??) = lim
????
?(?)? ?(??)
? ? ??
 
on olemassa, niin funktio ? on derivoituva kohdassa ?? . 
Erotusosamäärän raja-arvoa sanotaan funktion ? derivaataksi kohdassa ?? ja sitä mer-
kitään ??(??). Jos funktiolla on derivaatta avoimen välin jokaisessa kohdassa, sanotaan 
funktiota derivoituvaksi avoimella välillä. 
6.3?Derivaatasta?aiemmin?tehty?tutkimus?
Derivaattaan liittyvää tutkimusta on paljon ja sitä löytyy monipuolisesti niin menetel-
mistä kuin myös matematiikasta. Viimeaikoina on noussut pintaan yhä enenevässä 
määrin aiheesta tehty opetuksellinen tutkimustyö, ja erilaisten toiminnallisten tutki-
muksien määrä on kasvanut. Korkean tason tutkimusta on tehnyt esimerkiksi War-
wickin yliopistosta David Tall. Suomessa aiheesta ovat tehneet väitöskirjan muun mu-
assa Markus Hähkiöniemi ja Antti Viholainen. Myös pro gradu -tutkielmia on useita. 
David Tall on tehnyt paljon matemaattiseen ajatteluun ja derivaattaan liittyvää tutki-
musta, joista suuri osa on luettavissa hänen akateemisilla kotisivuillaan1.  Hän on tutki-
nut aihetta erityisesti oppimisen näkökulmasta, selvittänyt miten derivaattaan liittyvät 
käsitteet tulisi pohjustaa ja opettaa. Hän pyrkii ottamaan myös visuaalisuutta ja ajoit-
tain toiminnallisuutta huomioon tutkimuksissaan. Hänen monet tekstinsä pureutuvat 
yliopistotason matematiikkaan, mutta mielestäni niistä on osa sovellettavissa lukiota-
solle. Esimerkiksi hänen mukaansa derivaattaan tutustuttaessa voi funktion kulmaker-
toimen suunnan aistia kuljettamalla kättä funktion kuvaajan kulun mukaisesti (Kuva 4). 
                                                        
1 http://www.davidtall.com/ (10.12.2012) 
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Tämäkin on mielestäni tietyntyyppistä kielentämistä, jossa yhdistetään suulliseen kie-
lentämiseen ele kuvaamaan ajattelua.  
 
Kuva 4: Derivaatan kulun aistiminen (Muokattuna Tall, 2009). 
Hähkiöniemi (2006) tutki väitöskirjassaan lukio-opiskelijoiden derivaattaan liittyviä 
ajatteluprosesseja kun opetuksessa oli huomioitu erilaisten representaatioiden tuomat 
mahdollisuudet ja painottamalla avointa ongelmanratkaisua. Taustalla oli käsitys opis-
kelijan erilaisista käsitteenmuodostusprosesseista. Tutkimuksen mukaan havaintomaa-
ilma tarjosi opiskelijoille käyttökelpoisia representaatioita, joiden avulla derivaatan 
käsittely mahdollistuu. Opiskelijat käyttivät funktion kuvaajan kasvamista, jyrkkyyttä, 
vaakasuoruutta ja tangenttia käsitelläkseen derivaattaa kvalitatiivisesti, jossa olennais-
ta olivat myös eleet. Derivaatta nähtiin objektina, jolla on tiettyjä ominaisuuksia ha-
vaintomaailmassa. Saatujen tulosten pohjalta kirjoittaja konstruoi oppimispolun deri-
vaattaan. 
Viholainen taas (2008) selvitti matematiikan aineenopettajaopiskelijoiden derivaatan 
ja derivoituvuuden käsitteiden informaalia ja formaalia ymmärtämistä, sekä niiden 
käyttöä ongelmanratkaisutilanteissa. Saatujen tulosten nojalla informaalin ja formaalin 
päättelyn yhdistäminen on opiskelijoille hankalaa, ja erityisesti derivaatan määritelmää 
välteltiin ongelmanratkaisutilanteissa, joka taas vaikeutti ratkaisuprosessia huomatta-
vasti. Ongelmien minimoimiseksi tutkimuksen mukaan opetuksen tulisi keskittyä 
enemmän formaalien ja informaalien representaatioiden välisten yhteyksien ymmär-
tämiseen ja koko tietorakenteen koherenttisuuden kehittämisen tukemiseen. 
Derivaatasta on myös tehty useita erilaisia pro gradu-tutkielmia. Esimerkiksi viime 
vuonna opetusaiheisen tutkielman teki Sunqvist (2012), jossa hän tutki lukiolaisten 
derivaatan oppimista viitekehyksenä tutkiva oppiminen. Hän valmisti viiden oppitunnin 
opetuspaketin tutkittavalle ryhmälle, jossa he tutkivaa oppimista käyttäen tutustuivat 
derivaattaan. Saatuja oppimistuloksia verrattiin ryhmään, joka ei käyttänyt tutkivaa 
oppimista. Tuloksissa ei ollut merkittävää eroa, mutta Sundqvistin mukaan tutkimuk-
sen antina oli tieto, että tutkiva oppiminen voi toimia derivaatan oppimisessa. 
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Oman tutkimukseni tarkoituksena on tutkia derivaattaa teoreettisena viitekehyksenä 
kielentäminen. Derivaattaa ei ole tutkittu aiemmin tästä näkökulmasta, ja mielestäni 
tämäkin näkökulma on perusteltua ottaa huomioon opetuksen kehittämisen ajatukses-
ta. Tarkoituksenani on yhdistää kielentämisen avulla matemaattinen ajattelu ja ajatte-
lun perusteluina käytettävät kaavat. Seuraavaksi kerron tarkemmin tutkimukseni sisäl-
löstä ja varsinaisesta toiminnallisesta osasta.  
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??Tutkimus?
Tutkimukseni tarkoituksena on hyödyntää kielentämistä derivaatan opetuksessa, sel-
vittää minkälaista kielentämistä opiskelijat käyttävät derivaatan yhteydessä, ja miten 
he kokevat kielentämisen hyödyllisyyden opiskelussa ja opetuksessa. Ajatuksenani on 
tutkia kielentämistä opetusmetodina kokonaisuutena. 
Tutkimuskysymykseni ovat:  
1. Miten kielentämistä voisi hyödyntää derivaatan opetuksessa? 
2. Minkälaista kirjallista kielentämistä opiskelijat käyttävät derivaatan yhteydessä?  
a. Minkälaisia kielentämismalleja opiskelijat käyttävät? 
b. Minkälaista kieltä opiskelijat käyttävät? 
c. Miten varmoja opiskelijat ovat omasta osaamisestaan? 
d. Mitä yhteyksiä aineiston perusteella voidaan havaita? 
3. Miten opiskelijat kokevat kielentämisen käyttämisen? 
Ensimmäisen tutkimuskysymyksen osalta tein derivaatan opetusta varten neljälle eri 
tunnille opetuspaketin, jossa esimerkkitehtävien avulla harjoitellaan derivoinnin perus-
teita hyödyntämällä kielentämistä. Suunnittelutyössä hyödynsin pääasiassa aihetta 
käsittelevää kirjallisuutta, jonka lisäksi kysyin muutamalta opettajalta ja matematiikan 
opiskelijalta derivointiin liittyvistä haasteista. Tekemäni ja tutkimuksessa hyödynnetty 
opetusmateriaali löytyy liitteestä 4. 
Toiseen tutkimuskysymykseen pyrin vastaamaan opiskelijoiden tekemien erilaisten 
kielentämistehtävien avulla. Tehtävien aihepiiri on valittu vastaamaan opetusmateriaa-
lin sisältöä ja tukemaan sitä. Tarkastelen aineistoa aineistolähtöisen sisällönanalyysin 
avulla ja huomioin erikseen sukupuolten erot vastauksissa. Opiskelijat vastaavat tehtä-
viini kotona. Tehtävät ja niihin yhdet tavat kielentää löytyvät liitteestä 5. 
Kolmatta kysymystä varten tein opiskelijoille kysymyslomakkeen, jonka avulla halusin 
selvittää heidän ajatuksia kielentämisestä. Mielipiteitä opiskelijat saivat antaa tunnilla 
valmiin lomakkeen avulla. Lomake löytyy liitteestä 6. 
 ?
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??Tutkimuksen?toteutus?
Tässä tutkimuksessa on sekä laadullisia, että määrällisiä piirteitä. Laadullisuus näkyy 
tekemässäni aineistossa ja aineiston luokittelussa, määrälliset osuudet taas vastauksi-
en erilaisten yhteyksien tutkimisessa. Tavoitteenani on saada uutta tietoa matematii-
kan opetuksesta ja oppimisesta, sekä kehittää omaa toimintaani ja ajatteluani. 
Tutkimukseni kohderyhmänä oli Helsingin yliopiston harjoittelukoulun yksi pitkän ma-
tematiikan ryhmä, joka kävi Derivaatta-kurssia vuosien 2012 ja 2013 vaihteessa. Kurs-
silla osallistujia oli 32, joista kaikki tunneilla olijat osallistuivat tunneilla käytävään kie-
lentämiseen. He saivat kuitenkin joka kerta itse päättää, halusivatko osallistua tutki-
muksen palautettavaan osaan. Niinpä jokaisen tehtävän kohdalla vastausaktiivisuus 
vaihteli väillä 11–24. Tehtäviin vastaamiseen kannustettiin, sillä siitä sai kurssin suori-
tukseen lisäpisteitä. 
Tunneilla käytävässä kielentämisessä keskityttiin erityisesti suulliseen puoleen, ja ko-
tona tehdyissä tehtävissä huomioitiin kirjallinen puoli. Suunnittelemani ja käyttämäni 
materiaalit löytyvät liitteistä (Liite 4 ja Liite 5). Kävin derivaatta kurssilla osallistumassa 
viidellä tunnilla, joissa vedin käytävään aihekokonaisuuteen liittyviä kielentämisharjoi-
tuksia, mutta kurssin opettaja piti muun osuuden. Varsinaiset tutkimustulokset otin 
ainoastaan palautettavista tehtävistä, vaikka seurasin kyllä tunnilla tapahtuvaa muuta 
opetusta ja kielentämistä. Oppilaille ja heidän koteihinsa tiedotettiin tutkimuksesta, 
mutta jokainen kurssilainen sai itse päättää halusiko olla mukana tutkimuksessa ja siitä 
kuinka aktiivisesti oli mukana. 
Tutkimuksessani on monia eri piirteitä, mutta se kuuluu erityisesti strategialtaan toi-
minnalliseen tapaustutkimukseen. Tapaustutkimuksessa pyritään lisäämään tietoa tie-
tystä ilmiöstä ilman tarvetta saada yleistettäviä tuloksia. Siinä tutkittava tapaus muo-
dostaa kokonaisuuden, jota halutaan ymmärtää syvällisesti huomioimalla siihen liittyvä 
konteksti. Kiinnostuksen kohteena ovat siis erityisesti prosessit. (Saaranen-Kauppinen 
et al, 2006.) Tapauksia tutkitaan, kuvataan ja selitetään pääasiassa miten - ja miksi - 
kysymysten avulla (Yin, 1994).  
Toimintatutkimukselle on ominaista tutkijan ja tutkimukseen osallistuvien aktiivinen 
rooli tutkimusprosessissa. Tutkimuksessani tämä näkyy omana aktiivisuutenani tun-
neilla, sekä oppilaiden tekemän suullisen ja kirjallisen kielentämisen tuloksista. Toimin-
tatutkimuksessa on ajatuksena sekä tutkia, että muuttaa vallitsevia käytäntöjä ja ta-
voitteena on etsiä ratkaisuja ongelmiin. Vaihtoehtoisen tavan avulla käydä jokin asia 
voidaan itse asiassa tuottaa omanlaistaan tietoa tutkittavasta asiasta. (Kuula, 2006.) 
Fenomenologisessa tutkimuksessa taas keskitytään kohteiden kokemukseen ja käsityk-
seen tutkittavasta asiasta. Pyrkimyksenä on tutkijan avoimuus, eli se ettei tutkijalla 
itsellään ole ennakkokäsityksiä tai määritelmiä ohjailemassa tutkimuksen kulkua tai 
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tutkittavien käsityksiä. (Smith, 2009.) Tutkimuksessani tämä puoli näkyy avointen ky-
symysten kohdalla. 
8.1?Aineisto?
Tavoitteenani oli tuottaa uutta tietoa kielentämisen mahdollisuuksista matematiikan 
opetuksessa ja sen käyttökelpoisuudesta derivaatan opetuksessa. Derivaatta on hyvin 
abstrakti käsite ja lukemani aineiston mukaan opiskelijoille vaikea ymmärtää määri-
telmän kautta. Pyrkimyksenäni on tutkimuksessa kerätä monipuolisesti materiaalia 
kielentämisestä ja kohdistaa huomioni erityisesti derivaatan haastaviin puoliin. 
Nämä haastavat osat valitsin teoreettisen kirjallisuuden ja lyhyen opettajille tehdyn 
kyselyn avulla (kysymykset löytyvät liitteistä). Näiden materiaalien perusteella haasta-
viksi nähtiin erityisesti raja-arvon käsite ja derivaatan määritelmä, sekä näiden sovel-
taminen. Valitsin siis kielentämiskohteiksi raja-arvon, derivaatan määritelmän ja sovel-
lukset. Sovelluksien osalta tein materiaalia kahdelle eri sisällölle toisaalta vastatakseni 
opiskelijoiden kokemiin haasteisiin, mutta myös saadakseni mahdollisimman paljon 
opiskelijoilta kielennettyä materiaalia analyysia varten. 
Ensimmäiseen tutkimuskysymykseeni kielentämisen mahdollisista käyttötavoista deri-
voinnin opetuksessa pyrin vastaamaan tekemäni opetusmateriaalin avulla, joka löytyy 
kokonaisuudessaan liitteistä. Materiaali jakautuu tunneilla yhdessä tehtäviin harjoituk-
siin, ja kotona tehtyihin palautettaviin tehtäviin. 
Tunneilla käytävässä materiaalissa olen yrittänyt huomioida sekä kirjallisen, että suulli-
sen kielentämisen käyttämistä ja monipuolisten työtapojen hyödyntämistä. Työtapoina 
tunneilla käytin sekä ryhmässä -, pareittain -, että yksin toimimista. Tunneilla käytettä-
vän materiaalin sisältönä on erilaisia esimerkkejä käytävistä käsitteistä, mutta oletuk-
senani on, että näiden lisäksi käydään vielä teoriaa kustakin aiheesta. Näiden esimerk-
kien tavoitteena on havainnollistaa käytyjä käsitteitä ja harjoitella perusteluiden anta-
mista monipuolisen matematiikan kielen avulla.  
Vedin tunneilla nämä kielentämisharjoitukset ja seurasin tuntien muita osia. Kielentä-
misharjoituksien avulla kävimme läpi erilaisia tapoja kielentää derivaatan ominaisuuk-
sia, mutta en käyttänyt näistä tavoista niiden luokiteltuja nimityksiä. Kävimme ainoas-
taan tyypillisiä tapoja läpi ja muistutin opiskelijoita siitä, ettei ole olemassa yhtä oikeaa 
tapaa perustella ajatuksiaan. Tärkeintä on löytää itselle toimivin tapa. Käytin kannus-
teena myös oletusta, että tulevaisuudessa vaaditaan perustelemaan oma kantansa ja 
ajatuksensa tekemistä päättelyistä. Tunneilla ei siis itseisarvona ollut kielentäminen, 
vaan sen hyödyntäminen derivaatan kontekstissa. 
Tunneilla tehtyjen harjoitteiden oli tarkoitus tukea ja innostaa derivaatan opiskelussa, 
sekä motivoida opiskelijoita tekemään kotona palautettavat tehtävät käydyistä aiheis-
ta. Kotiin annettavat tehtävät vastaavat tunneilla käytyjä aiheita, kuitenkin niin, että ne 
vaikeutuvat loppua kohden. Näitä palautettavia tehtäviä on yhteensä neljä koko kurs-
31 
 
sin ajalle. Tehtävänannoissa ja tehtävien rakenteissa alussa tuettiin enemmän hyödyn-
tämään kielentämistä, kun taas viimeinen tehtävä on aivan tavallinen kirjan tehtävä. 
Tehtävät muuttuivat siis kohti avoimempia kurssin edetessä pidemmälle. Ajatuksenani 
on tässä sekä kehottaa kielentämisen hyödyntämiseen, että havainnollistaa opiskeli-
joille, että kielentämistä voisi hyödyntää kaikenlaisten tehtävien kanssa. Kotiin annet-
tavia tehtäviä ei käyty yhdessä läpi enää tunneilla, vaan keräsin ne pois ja annoin opis-
kelijoille tekemäni esimerkkitavan vastauksista. 
Palautettavista tehtävistä saadun informaation avulla tarkoitukseni oli vastata toiseen 
tutkimuskysymykseeni siitä minkälaista kielentämistä opiskelijat käyttävät derivaatan 
yhteydessä. Olen pyrkinyt tekemään tehtävistä monipuolisia, jotta saisin analyysiä var-
ten mahdollisimman paljon analysoitavaa materiaalia. Koska opiskelijat saivat valita 
jokaisen tehtävän kohdalta, haluavatko he osallistua siihen, vaihtelivat aktiivisuudet 
melko paljon.  
Kielentämisen hyödyntämisen opetuksessa ja opiskelijoiden käyttämän kielentämisen 
lisäksi tutkin kolmantena tutkimuskysymyksenäni opiskelijoiden kokemuksia kielentä-
misestä. Tässä käytin apunani kyselylomaketta (Liite 6), joka sisälsi sekä väittämiä että 
avoimia kysymyksiä kielentämisestä. Väittämät ovat samoja kuin Joutsenlahden (2010) 
tutkimuksessa. Niitä oli yhteensä kymmenen, joista neljä ensimmäistä mittasivat opis-
kelijoiden suhtautumista matematiikkaan ja loput kuusi heidän ajatuksiaan kielentämi-
sen hyödyistä ja heikkouksista. Opiskelijoiden tehtävänä oli analysoida väittämiä omal-
ta osaltaan viisiportaisen Likert -asteikon avulla, jossa vaihtoehtoina olivat: Täysin eri 
mieltä, Jokseenkin eri mieltä, Ei samaa eikä eri mieltä, Jokseenkin samaa mieltä ja Täy-
sin samaa mieltä. 
Näiden suljettujen kysymysten lisäksi kysymyslomakkeessa oli viisi avointa kysymystä 
koskien suullista ja kirjallista kielentämistä. Molemmista pyydettiin opiskelijaa pohti-
maan kielentämisen hyötyjä yleisellä tasolla ja sitä miten kielentäminen on mahdolli-
sesti auttanut opiskelijaa itseään. Lopussa annettiin vielä mahdollisuus antaa palautet-
ta koko tutkimuksesta. 
8.2?Aineiston?analysointi?
Analysoitavan aineistoni sain siis sekä opiskelijoiden tekemistä kielentämisharjoituksis-
ta, että heidän vastauksistaan kysymyslomakkeeseeni kielentämisestä. Kielentämisteh-
täviin saatuja tuloksia analysoin sekä laadullisin, että määrällisin keinoin. Heidän ko-
kemuksiaan sitä vastoin analysoin ainoastaan laadullisin menetelmin. Molemmissa 
tapauksissa käytän metodina sisällönanalyysiä (Metsämuuronen, J. 2007). 
Sisällönanalyysiä voidaan tehdä joko aineistolähtöisesti, teoriaohjaavasti tai teorialäh-
töisesti. Kielentämisharjoituksissa kielentämismallien löytämiseksi käytän hyväksi teo-
rialähtöistä sisällönanalyysia. Siinä ajatuksena on tutkia jotakin aiemmin jo löydettyä 
tietoa uudessa tilanteessa. (Tuomi, J. et al 2009.) Käytän luokittelussa apuna Joutsen-
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lahden tekemää luokittelua kielentämismalleihin, joita ovat siis standardi-, tiekartta-, 
kertomus-, kommentti- ja päiväkirja-mallit. 
Kielentämisharjoituksien muita osia analysoin aineistolähtöisesti. Aineistolähtöisessä 
analyysissä tavoitteena on luoda tutkimusaineistosta teoreettinen kokonaisuus, johon 
analyysiyksiköt valitaan saadun aineiston kautta. Keskeistä on siis se, ettei luokittelu 
ole aiemmin määrättyä. (Tuomi, J. et al 2009.) Kävin aluksi kaikki opiskelijoiden vasta-
ukset läpi, joiden avulla sitten päätin tarkemmin kiinnostaviksi nousseet kohteet. Halu-
sin valita kaikista tehtävistä vastaavat ominaisuudet, jotta pystyisin tekemään näiden 
välillä vertailua. 
Laadullista analyysiä teen siis edellä kerrotun sisällönanalyysin avulla ja määrällistä 
taas käytän apunani löytääkseni saatujen tulosten välisiä korrelaatioita. Määrällisessä 
osassa käytän apunani SPSS (Statistical Package for Social Sciences) – ohjelmaa.  
SPSS on tilastollinen ohjelmistopaketti, jonka avulla voidaan tutkia muuttujien välisiä 
korrelaatioita. (Lepola et al 2003, Kinnear et al 2004.) Ohjelman hyödyntämistä varten 
pisteytin jokaisen vastauksen valitsemieni kategorioiden mukaan.  SPSS:n avulla etsin 
korrelaatioita tarkastelemalla Pearsonin korrelaatiokertoimia.  
Kokemuksia kielentämisestä analysoin laadullisesti tekemällä aineistopohjaista sisäl-
lönanalyysiä opiskelijoiden vastauksista avoimiin kysymyksiin. Pyysin opiskelijoita kir-
joittamaan hyviä ja huonoja puolia sekä suullisesta, että kirjallisesta kielentämisestä. 
Tavoitteenani onkin luokitella vastauksia teemoittelemalla niitä hyötyihin ja heikkouk-
siin. Aineistopohjaisessa teemoittelussa tarkoituksena on löytää aineistosta erilaisia 
keskeisiä teemoja kuvaamaan tutkittavaa ilmiötä (Tuomi et al, 2009). Teemoittelun 
lisäksi lasken väittämien mukaiset vastausjakaumat. 
8.2.1?Kielentämistehtävät?
Tutkimuksessa käyttämäni tehtävänannot ja ohjeistukset olivat: 
 
Tutkimusnimi:   
Sukupuoli: Tyttö__  Poika__ 
Ymmärsin tehtävän ja se on oikein: kyllä__  en tiedä__  en __ 
 
Ohje: Tarkoituksena on paitsi ratkaista tehtävä, niin myös kirjoittaa omaa ajattelua 
mahdollisimman paljon näkyviin. Voit laittaa esimerkiksi väliotsikoita, piirtää kuvia, kir-
joittaa laskujen viereen mitä olet tehnyt tai selittää vaikka heti alussa ratkaisuperiaat-
teen sanallisesti. Muista perustelut! 
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              Kielentämistehtävä 1 
Tutkitaan alla olevaa kuvaa. Funktion ? lauseke on kuvan sinisen pisteen oikealla puo-
lella muotoa 
 ?(?) = 2? + ?. 
 
Määritä vakion ? arvo niin, että raja-arvo on olemassa kun ? = 1. 
Mitä asioita raja-arvon määrittelemisessä tulee ottaa huomioon? Miksi? 
 
Kielentämistehtävä 2 
Kirjoita viivalle omin sanoin mitä viivan yläpuolella olevassa laskussa on tehty. Kirjoita 
kokonaisina lauseina. 
Määritä funktion ?(?) = ?
?
+ 1 muutosnopeus kohdassa ?1. 
 
?(?) ? ???1)
? ? ??1)  
 
= 2? + 1 ? ( 2?1 + 1)
? + 1  
= 2? + 2
? + 1 
 
= 2 + 2??
? + 1  
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lim
????
2 + 2?
?
?
1
? + 1 
 
= lim
????
2 + 2?
?(? + 1) 
 
= lim
????
2(1 + ?)
?(? + 1) 
 
= lim
????
2
?
 
? ?2 
 
Vastaus: 
 
Kielentämistehtävä 3 
Koulun pihaan rakennetaan suorakulmion muotoinen viheralue, joka erotetaan muus-
ta piha-alueesta reunakivillä. Viheralueen pinta-ala on 6oo m2. Määritä viheralueen 
mitat niin, että reunakiviä tarvitaan mahdollisimman vähän. (Sigma) 
Kielentämistehtävistä saadun informaation avulla päätin analysoida vastauksista kie-
lentämismallien lisäksi sisältöä, niissä käytetyn kielen monipuolisuutta ja vastausten 
perusteellisuutta. Halusin tutkia jokaisesta vastauksesta samat ominaisuudet, jotta 
näiden vertailu olisi mahdollista. 
Näiden lisäksi pyysin opiskelijoita ilmoittamaan jokaisen tehtävän kohdalla itse keksi-
tyn tutkimusnimen, sukupuolensa ja oman käsityksensä siitä oliko ymmärtänyt ja 
osannut tehtävän. Tutkimusnimen pyysin, koska halusin yhdistää jokaisen opiskelijan 
kaikki tehtävät vertailua varten. Koska nimet oli keksitty itse, pyysin heitä ilmoittamaan 
sukupuolensa, jotta voisin tehdä analyysiä myös vertailemalla sukupuolten välisiä 
mahdollisia eroja.  
Pyysin opiskelijoilta vielä analyysiä omasta osaamisestaan, jotta näkisin onko sillä yhte-
yttä heidän käyttämäänsä kielentämiseen ja tehtävän osaamiseen minun mielestäni. 
Omaa osaamistaan he saivat analysoida tehtävittäin vastaamalla kysymykseen ”Ym-
märsin tehtävän ja se on oikein” asteikolla: kyllä, en tiedä ja ei. Kuvassa 5 on esitetty 
vielä käyttämäni analyysirunko.  
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Kuva 5: Kielentämisharjoitusten analyysirunko. 
Taulukossa 3 on esimerkki kielentämismalleista, jotka esiintyivät tutkimuksessa. Luokit-
telin jokaisen vastauksen vain yhden mallin mukaan. Siis jos vastauksessa oli piirteitä 
useammasta mallista, luokittelin vastauksen sen mallin kategoriaan, jota oli käytetty 
mielestäni vallitsevasti. Jokainen tässä taulukossa oleva esimerkki on yhteen tehtävään 
annettu koko vastaus.  
Vastauksista löytyi aiempien viiden mallin lisäksi selitys-malliksi nimeämäni tapa, jossa 
opiskelija käyttää ainoastaan luonnollista kieltä. Siinä ei näy muita perusteluja ajatuk-
sille, eikä laskuja ole tehty näkyviksi. Jos jotakin on laskettu, niin siitä esitetään ainoas-
taan laskun vastaus, ei siihen pääsemisen vaiheita. 
  
36 
 
Taulukko 3: Esimerkkejä kielentämismallien luokittelusta. 
Standardi-
malli 
 
 
 
Tiekartta-
malli 
 
 
 
Kertomus-
malli 
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Kommentti-
malli 
 
 
 
Päiväkirja-
malli 
 
 
 
Selitys  
 
 
Koska eräänä tavoitteenani oli tukea derivaatan ymmärrystä kielentämisen avulla, niin 
halusin tutkia vastauksista varsinaisten mallien lisäksi myös matemaattista sisältöä. 
Pohdin jokaisen tehtävän kohdalla aluksi mitkä ovat siinä mielestäni olennaisimmat 
kohdat, ja mitä vaadin ratkaisun perusteluilta. Kaikissa tehtävissä lähdin liikkeelle ma-
temaattisesta määritelmästä. Tämän jälkeen lähdin tutkimaan tehtävittäin vastauksia 
ja näiden pohjalta muodostin jokaiselle kielentämistehtävälle tietyt kategoriat. Valit-
semani kategoriat ovat: kattava, ei kattava eikä suppea, suppea ja virhe. Olen koonnut 
taulukkoon 4 kuvauksen näistä jaotteluperusteista. 
  
38 
 
Taulukko 4: Tehtävien jaottelussa sisällön mukaan käytetyt luokat ja niiden kuvaukset. 
Sisältö 
 Kielentämistehtävä 1 Kielentämistehtävä 2 Kielentämistehtävä 3 
Kattava Vakion a-arvo on oikein 
ja perusteluissa on 
hyödynnetty raja-arvon 
määritelmää. Määri-
telmää ei ole mainittu. 
Perustelut tukeutuvat 
derivaatan määritelmään 
ja käsitteistö on pääosin 
virheetöntä. 
Tehtävä on saatu rat-
kaistua oikein, kaikki 
olennaiset vaiheet 
tehty. 
Ei katta-
va, eikä 
suppea 
Vakion a-arvo on oi-
kein, mutta perustelut 
ovat puutteellisia tai 
osittain vääriä (määri-
telmää hyödynnetty 
vain puoliksi). 
Perusteluissa näkyy suo-
rituskeskeisyys: osittain 
oikea termistö, mutta ei 
ole osattu yhdistää käsit-
teitä oikein. 
Tehtävästä on tullut 
oikea vastaus, mutta 
perustelu ei ole päte-
vä, tai siinä on virhe. 
Suppea Vakion a-arvo on oi-
kein, mutta perustelut 
ovat vääriä. 
Perustelut täysin suori-
tuskeskeisiä: tehtävän 
etenemisen vaiheet on 
kuvattu mekaanisesti, 
toistettu tehtävänannon 
lauseita. 
Tehtävä on kesken: 
piirille saatu oikea 
lauseke, jos tästä jat-
kettu, on loppu men-
nyt pieleen. 
Virhe Vakion a-arvo on väärä 
ja tätä on lähdetty pe-
rustelemaan. 
Tehtävän perusteluissa 
on ajatusvirhe. 
Tehtävä on kesken: 
pinta-alalle saatu oi-
kea lauseke, tämän 
jälkeen mennyt pie-
leen, jos tehtävää 
jatkettu. 
Taulukoissa 5-7 on esimerkki jokaisesta luokasta kielentämisharjoituksittain. Taulukos-
sa esimerkit kielentämisharjoituksiin 1 ja 3 on esitetty kokonaisuudessaan. Harjoituk-
sen 2 esimerkit on osassa kohtia pilkottu kuvaamaan niitä kohtia, jotka ovat jaotteluni 
osalta olennaisia. 
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Taulukko 5: Kielentämistehtävän 1 sisällön luokitteluperusteet. 
Kielentämistehtävä 1 
Kattava  
 
 
Ei kat-
tava, 
eikä 
suppea 
 
 
 
Suppea 
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Virhe  
 
 
Taulukko 6: Kielentämistehtävän 2 sisällön luokitteluperusteet. 
Kielentämistehtävä 2 
Kattava  
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Ei kat-
tava, 
eikä 
suppea 
 
 
 
 
 
Suppea  
 
 
 
 
Virhe  
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Taulukko 7: Kielentämistehtävän 3 sisällön luokitteluperusteet. 
Kielentämistehtävä 3 
Kattava  
 
 
Ei kattava, 
eikä sup-
pea 
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Suppea  
 
 
Virhe  
 
 
Kielentämisessä on olennaista myös perusteluissa käytetyn kielen monipuolisuus. Kie-
len monipuolisuutta tutkin etsimällä vastauksista käytetyn kielen osia, joita ovat siis 
matematiikan luonnollinen kieli, matematiikan symbolinen kieli ja matematiikan kuvio-
kieli. Painopisteenä on nimenomaan kielen osan olennainen käyttö perusteluiden ja 
ajattelun kautta. Alla olevassa taulukossa 8 on vielä kuvattu kriteerit luokittelulleni. 
Taulukko 8: Tehtävien jaottelussa kielen monipuolisuuden mukaan käytetyt luokat ja niiden 
kuvaukset. 
Monipuolisuus 
Kolme osaa Perusteluissa on käytetty kaikkia kielen osia: matematiikan luonnol-
linen kieli, matematiikan kuviokieli ja matematiikan symbolikieli. Kie-
len osia on käytetty perusteluiden kannalta olennaisesti, siis esimer-
kiksi numero 2 ei riitä symbolikieleksi jos sitä on käytetty ilmaise-
maan sanaa kaksi.  
Kaksi osaa Perusteluissa käytetty kahta kielen osaa perusteluiden kannalta 
olennaisesti. 
Yksi osa Perusteluissa käytetty ainoastaan yhtä kielen osaa perusteluiden 
kannalta olennaisesti. 
Taulukossa 9 on annettu esimerkkejä kielen monipuolisuudesta. Käytettyjä kuvia en 
lähtenyt erikseen luokittelemaan, mutta tunneilla kehotettiin käyttämään myös kuval-
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lista havainnointia ja opetus lähti liikkeelle tilanteen grafiikasta. Alla olevat esimerkit 
ovat vastaajan koko vastaus tehtävään 1. 
Taulukko 9: Esimerkkejä kielen monipuolisuudesta kielentämisharjoituksissa. 
Kolme 
osaa 
 
 
Kaksi 
osaa 
 
 
 
Yksi osa  
 
 
Lopuksi analysoin vielä vastauksien perusteellisuutta. Tässä painotin perustelujen mää-
rää, niiden syy-seuraussuhteita ja koko ratkaisun loogista etenemistä. Kategorioiksi 
valitsin laaja, ei laaja eikä suppea, suppea ja kesken. Alla olevassa taulukossa 10 olen 
vielä kuvannut jokaiseen luokkaan kuuluvat kriteerit tarkemmin. 
Taulukko 10: Tehtävien jaottelussa perusteellisuuden mukaan käytetyt luokat ja niiden kuva-
ukset. 
Perusteellisuus 
Laaja Ratkaisua on perusteltu runsaasti ja se etenee loogisesti. 
Perusteluissa on lisäksi saatettu käyttää esimerkkejä, 
jotka selittävät ajattelua, mutteivät ole tarpeellisia rat-
kaisussa. 
Ei laaja, eikä suppea Perusteluja on tehty jonkin verran, mutta ne voivat olla 
vajaita tai niissä ei käy ilmi syy-seuraussuhteet. 
Suppea Tehtyjä päätelmiä ei ole perusteltu tai jos on, niin hyvin 
niukasti.  
Kesken Tehtävää ei ole tehty loppuun. Osassa on sanottu, ettei 
ratkaisua ole osattu jatkaa. 
Taulukossa 11 on esimerkki jokaisesta perusteellisuuden luokasta. Jokaisessa kuvassa 
näkyy koko tehtävään annettu vastaus. 
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Taulukko 11: Esimerkkejä vastauksien perusteluista. 
Laaja  
 
 
Ei laaja, 
eikä 
suppea 
 
Suppea 
 
 
Kesken 
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8.2.2?Avokysymykset?
Kysymyslomakkeen osalta tein analyysiä laadullisesti, hyödyntämällä avokysymyksissä 
menetelmänä teemoittelua. Teemoittelu on laadullinen tutkimusmenetelmä, jonka 
ajatuksena on pilkkoa aineistoa ja ryhmitellä sitä erilaisten aihepiirien mukaan. Nostan 
nämä aihepiirit saamastani aineistosta ja käyn jokaisen avoimen kysymyksen erikseen 
läpi. Aineistosta saatujen teemojen avulla luokittelen saadut vastaukset. (Tuomi et al, 
2009.) 
Teemoiksi valitsin opiskelijoiden käsitykset kielentämisen hyödyistä ja heikkouksista. 
Tarkastelen näitä luokkia erikseen sekä suullisen, että kirjallisen kielentämisen osalta. 
??Tutkimustulokset?ja?niiden?tulkinta?
Käyn saamani tutkimustulokset läpi tutkimuskysymysteni mukaisessa järjestyksessä. 
Teen samalla myös tulosten tulkintaa ja vertailua aiempien tutkimusten tietoon. 
9.1?Miten?kielentämistä?voisi?hyödyntää?derivaatan?opetuksessa??
Olen esitellyt aiemmissa luvuissa kielentämisen hyötyjä ja erilaisia tapoja käyttää sitä. 
Omana lähtökohtanani on ollut kielen avulla tukea derivaatan ymmärtämistä ja käsit-
teiden korrektia käyttöä. Kielentämistä voi hyödyntää monella eri tapaa opetuksessa, 
minun suunnitelmani aiheesta löytyy liitteestä 4. Suunnitelman olen tehnyt kirjallisuu-
den pohjalta ja aiheet siihen valitsin opettajilta saatujen vastausten ja kirjallisuuden 
avulla. 
Haastavina aiheina opiskelijoille pidettiin raja-arvon käsitettä, derivaatan määritelmää 
ja rationaalifunktioiden tutkimista. Valitsin siis nämä tutkittaviksi aiheikseni, ja otin 
mukaan vielä derivaatan sovelluksia, jotta saisin kerättyä mahdollisimman monipuoli-
sen tutkimusaineiston. Materiaalini on tarkoitus tukea ja havainnollistaa teorian ope-
tusta, ei niinkään olla ainoa opetuspaketti. Jokaista aihetta varten olin suunnitellut 
tehtäviksi sekä suullista, että kirjallista kielentämistä.  
Materiaalin teossa olen pyrkinyt huomioimaan monipuolisen kielentämisen käyttämi-
sen sekä sisällön, että käytettävien menetelmien avulla. En yhdistänyt kielentämishar-
joituksiin enää mitään toiminnallista materiaalia, koska ajattelin, että itse derivaatan 
kielentämisessä on tarpeeksi haastetta. Toki siihen voisi myös luontevasti ottaa mu-
kaan esimerkiksi GeoGebra -ohjelmaa tai muuta vastaavaa havainnollistamismateriaa-
lia. Käytin materiaalissani hyväksi kuvallista hahmottamista jotta derivaattaan liittyvät 
ominaisuudet saataisiin konkretisoitua mahdollisimman hyvin. 
Suullisessa kielentämisessä hyödynsin pari-, pienryhmä- ja koko luokan välistä keskus-
telua. Parikeskustelua käytin raja-arvojen yhteydessä ja oman kirjallisen prosessin selit-
tämisessä sovelluksien osalta. Raja-arvoissa kävimme vielä keskustelua koko ryhmän 
kanssa, koska halusin varmistaa, että kaikilla on hallussaan peruskäsitteistö ja jonkin-
lainen visuaalinen näkemys asiasta. Pienryhmäkeskustelua opiskelijat kävivät rationaa-
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liyhtälöissä ja derivaatan määritelmän osalta. Derivaatan määritelmässä kävimme vielä 
yhdessä läpi keskeiset kohdat. 
Kirjallisen kielentämisen osalta esittelin erilaisia tapoja, en puhunut niistä mallien ni-
millä. Kirjallinen kielentäminen painottui enemmän kotiin ja tarkoituksena oli lähteä 
kunkin opiskelijan omista valmiuksista. En pyrkinyt saamaan heitä toimimaan tietyllä 
tavalla, yritin saada heitä itse kehittämään toimintatapojaan. Tunnilla kirjallista kielen-
tämistä käytettiin lopulta ainoastaan sovellustehtävien osalta. 
En ehtinyt teettämään suunnitelmaani kokonaisuudessaan. Tekemäni kielentämisteh-
tävät toimivat mielestäni myös yksittäin tehtyinä. Tutkimukseen osallistuvan ryhmän 
kanssa jouduin valitsemaan muutamalla tunnilla vain osan tehtävistä rajoitetun ajan 
takia ja tällöin painotin suullista kielentämistä.  
Tunneilla saamani palautteen perusteella kielentämistehtävät otettiin vastaan suhteel-
lisen hyvin. Moni opiskelija lähti aktiivisesti mukaan harjoitteisiin. Loppua kohden kie-
lentämisen harjoittelu-innokkuus hieman laimeni, ja toteutusta häiritsivät opiskelijoi-
den poissaolot ja aikataulutus. 
9.2.?Minkälaista?kirjallista?kielentämistä?opiskelijat?käyttävät?derivaa-
tan?yhteydessä??
Tutkimuskysymykseen opiskelijoiden käyttämästä kielentämisestä olen vastannut tut-
kimalla saamiani kielentämisvastauksia. Vastauksia sain kolmesta ensimmäisestä teh-
tävästä yhteensä 48 ja näistä vastausaktiivisuus painottui selkeästi tehtävien alkupää-
hän. Tulokset esittelen alakohdittain, poikkeuksena sukupuolen vaikutus jota olen kat-
sonut jokaisessa kohdassa. Taulukoissa on laskettu frekvenssit, f, ja näiden prosentuaa-
liset osuudet. Kielentämistehtävät löytyvät liitteestä 5. 
Tehtävässä 1 tarkoituksena oli mitata opiskelijoiden ymmärrystä raja-arvosta. Siinä 
tutkittiin yhtä pistettä, jossa tuli määritellä funktion lauseke niin, että raja-arvo löytyy. 
Tehtävään sain yhteensä 20 vastausta, joista 12 oli tytöiltä ja 8 pojilta. Tehtävä 2 taas 
mittasi opiskelijoiden derivaatan määritelmän osaamista. Siinä oli tutkittu vaiheittain 
funktion derivaattaa tietyssä kohdassa ja pyydetty opiskelijoita kirjoittamaan peruste-
lut lähtien derivaatan määritelmästä. Vastauksia sain tähän tehtävään 17, joista 10 oli 
tytöiltä, 6 pojilta ja yhdessä vastauksessa ei kerrottu sukupuolta.  
Kolmannessa tehtävässä taas halusin etenkin nähdä opiskelijoiden omatoimista kielen-
tämistä tarkemmin ja valitsinkin sen aiheeksi perusderivoinnin sovellustehtävän. Vas-
tauksia tehtävään sain 11, joista 7 tytöiltä ja 4 pojilta.  
Neljännessä tehtävässä ajatuksena oli yhdistää derivaatta rationaaliyhtälöiden sovel-
luksiin, mutta tähän tehtävään en saanut yhtään vastausta. Keskustelin tästä vastaus-
aktiivisuuden vähentymisestä sekä kurssia vetäneen opettajan, että opiskelijoiden 
kanssa. Vastausaktiivisuuden lasku näkyi ensin kolmannessa tehtävässä. Opettaja epäili 
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tämän johtuvan siitä, että opiskelijat olivat kokeneet tämän tehtävän haastavammaksi 
kuin edelliset, eivätkä olleet kovin varmoja omasta osaamisestaan siinä. He eivät ilmei-
sesti olisi halunneet palauttaa tehtävää jos eivät kokeneet sen menneen oikein. Sain 
kuitenkin jonkin verran vastauksia kun muistutin, että tehtävän voi myös palauttaa 
osittain tehtynä, tai vaikka tietäisi, ettei se ole mennyt oikein. 
Luulen, että viimeisen tehtävän vastaamattomuuteen löytyi useita syitä. Ensiksikin 
syynä oli varmasti aikataulutus: kurssilta lähti tunti pois ja viimeinen tehtävä olisi pitä-
nyt näin ollen palauttaa vasta kokeen aikoihin, joten koeviikon kiireys varmaan vähensi 
vastaamisinnokkuutta. Lisäksi kuulin, että opiskelijat kokivat osan tehtävistä hankaliksi, 
vaikka olin yrittänyt saada ne vastaamaan kurssin muita tehtäviä. Tehtävien tekotapa 
ei myöskään ollut tyypillisellä mukavuusalueella, vaan nyt monelle uutena ajatuksien 
selittämiseen ja esitystapaan kiinnitettiin erityistä huomiota. Luonnollisesti myöskään 
kaikkia ei koskaan kiinnosta osallistua tutkimuksiin, kun tämä ei ollut sidoksissa kurssin 
vaatimuksiin. 
Tehtävien teossa olen pyrkinyt huomioimaan sen, että monella opiskelijalla on symbo-
liset laskimet. Olen yrittänyt tehdä ne niin, että symbolisista laskimista ei olisi apua 
tehtävän ymmärryksessä. Toki sieventämisessä laskimesta on varmasti apua, mutta 
vaadittava ajatteluprosessi ymmärryksen kautta on kuitenkin mielestäni sama.  
9.2.1?Minkälaisia?kielentämismalleja?opiskelijat?käyttivät??
Kielentämismallien luokittelussa käytin edellä kuvaamaani jakoa standardi-, tiekartta-, 
kertomus-, kommentti- ja päiväkirja-malleihin. Taulukkoon 12 olen listannut kielentä-
mismalleista saamani tulokset. Taulukossa mallina selitys tarkoittaa vastausta, jossa 
näkyy pelkkää sanallista perustelua. Jos jotakin on laskettu matemaattisesti, ei se selviä 
vastauksesta.  
Luokittelin jokaisen vastauksen vain yhden mallin mukaan. Siis jos vastauksessa oli piir-
teitä useammasta mallista, luokittelin vastauksen sen mallin kategoriaan, jota oli käy-
tetty mielestäni vallitsevasti. Kaiken kaikkiaan vastauksissa käytetyt mallit olivat sys-
temaattisia ja mallin käyttö ei muuttunut tehtävän edetessä. Malleja olen tutkinut teh-
tävissä 1 ja 3. Tehtävässä 2 pyydettiin perusteluita jo tehtyyn tapaan ratkaista tehtävä, 
eikä sen vastauksissa tullut esille malleihin perustuvaa tapaa esittää ajatuksia. 
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Taulukko 12: Tehtävissä käytetyt kielentämismallit. 
Kielentämismalli 
Malli 
Kielentämistehtävä 1 Kielentämistehtävä 3 
Yhteensä Tyttö Poika Kaikki Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % f % f % f % 
Standardi 2 10,0 2 10,0 4 20,0 1 9,1  2 18,2 3 27,3 7 22,6 
Tiekartta 3 15,0 1 5,0 4 20,0 0 0  0 0 0 0 4 12,9 
Kertomus 2 10,0 2 10,0 4 20,0 1 9,1  1 9,1 2 18,2 6 19,4 
Kommentti 3 15,0 0 0 3 15,0 2 18,2 0 0 2 18,2 5 16,1 
Päiväkirja 2 10,0 0 0 2 10,0 3 27,2 1 9,1 4 36,3 6 19,4 
Selitys 0 0 3 15,0 3 15,0 0 0  0 0 0 0 3 9,6 
Yhteensä 12 60,0 8 40,0 20 100 7 63,6 4 36,4 11 100 31 100 
Kielentämistehtävässä 1 käytettiin kaikkia kielentämismalleja varsin tasaisesti. Eniten 
käytettiin standardi-, tiekartta- ja kertomus-malleja, joiden kaikkien suosio oli 20,0 % 
vastauksista. Vähiten suosittu malli oli päiväkirja, joka esiintyi 10,0 %:ssa vastauksia. 
Tytöt käyttivät kielentämismalleja tasaisesti, kun taas pojista kukaan ei käyttänyt 
kommentti- tai päiväkirja-mallia. Poikien vastauksissa suurimmassa osassa oli käytetty 
selitys-mallia, kun taas tytöistä kukaan ei käyttänyt tätä. 
Tehtävän 3 vastauksissa oli hajontaa enemmän verrattuna tehtävään 1. Tehtävässä 3 
kukaan vastaajista ei käyttänyt tiekartta-mallia tai mallien ulkopuolisia tapoja. Eniten 
vastauksissa käytettiin päiväkirja-mallia (36,3 %) ja toiseksi suosituin oli standardi-malli 
(27,3 %). Tytöt käyttivät eniten päiväkirja-mallia (27,3 %) ja kommentti- mallia (18,2 %). 
Pojista niukka enemmistä taas hyödynsi standardi-mallia (18,2 %).  
Kaiken kaikkiaan eniten tehtävissä hyödynnettiin standardi-mallia (22,6 %), kun taas 
vähiten käytettiin selitys- (9,6 %) ja tiekartta-mallia (12,6 %). Kertomus- ja päiväkirja-
malleja hyödynnettiin 19,4 %:ssa vastauksia ja kommentti-mallia 16,1 %:ssa. Käytetty-
jen mallien välillä ei siis ollut merkittävää eroa. Saadut tulokset ovat osittain vertailu-
kelpoisia muihin tutkimuksiin. Esimerkiksi Joutsenlahden tutkimuksessa (2010) lyhyen 
matematiikan opiskelijat käyttivät malleja melko tasaisesti, mutta suosituimmaksi nou-
si kertomus-malli. Tosin näissä kielentämiskohde ja kohderyhmä olivat erilaisia. 
Kannustin tehtävien teossa mahdollisimman monipuoliseen ja perusteltuun ajatuksien 
kuvaamiseen, joten minulle tulivat hieman yllätyksenä vastauksien standardi- ja selitys-
mallien suosio. Standardi-mallissa käytettiin matematiikan kieltä, mutta perustelut 
olivat vähäisiä, kun taas selitys-mallissa ei näkynyt matematiikan kieltä eikä varsinaista 
ajatteluprosessia tuotu esille. Siinä käytettiin pelkästään sanoja ja laskut sekä muut 
päättelyt tehtiin päässä ja tulokset esitettiin toteavasti. 
Tunneilla opettaja käytti merkinnöissään taululla pääasiassa kommentti-mallia, mutta 
tällä ei näytä olevan vaikutusta opiskelijoiden käyttämiin malleihin. Opiskelijat vaikut-
tavat mielestäni jo löytäneen oman tyylinsä kuvailla ajatuksiaan. Kokonaisuudessaan 
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käytettyjen mallien väliset erot ovat pieniä, eikä mikään malli noussut selkeästi suo-
siossaan ylitse muiden.  
Käytetty malli kuvaa mielestäni enemmän tehtävän tekijän tyyliä, eikä sinällään anna 
viitteitä muista tutkittavista alueista tai ylipäätään matematiikan taidoista tai kiinnos-
tuksesta. Ratkaisussa käytetty malli voi myös olla riippuvainen tehtävän asettelusta ja 
vaihdella tilanteen mukaan. 
9.2.2?Minkälaista?kieltä?opiskelijat?käyttävät??
Opiskelijoiden vastauksista kieltä tutkittiin matemaattisen sisällön, käytetyn kielen 
monipuolisuuden ja perusteluiden laajuuden avulla. Käytetyt kriteerit jaottelulle ja 
perustelut siitä miksi juuri nämä on valittu tutkittaviksi osiksi, on koottu kappaleeseen 
8. Kaikki luokat on valittu saadun aineiston perusteella. Taulukoissa 13 ja 14 on jaoteltu 
vastaukset matemaattisen sisällön perusteella tehtävittäin. 
Taulukko 13: Kielentämistehtävien 1 ja 2 analysointi sisällön mukaan. 
Sisältö 
Luokka 
Kielentämistehtävä 1 Kielentämistehtävä 2 
Tyttö Poika Kaikki Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % f % f % 
Kattava 3 15,0 0 0 3 15,0 1 5,9 1 5,9  31 17,6 
Ei kattava, eikä sup-
pea 2 10,0 1 5,0 3 15,0 4 23,5 2 11,8 6 35,3 
Suppea 5 25,0 5 25,0 10 50,0 4 23,5 2 11,8 6 35,3 
Virhe 2 10,0 2 10,0 4 20,0 1 5,9 1 5,9 2 11,8 
Yhteensä 12 60,0 8 40,0 20 100 10 58,8 6 35,4 17 100 
1 Yhdessä paperissa vastaaja ei kertonut sukupuoltaan. 
Taulukko 14: Kielentämistehtävän 3 analysointi sisällön mukaan. 
Sisältö 
Luokka 
Kielentämistehtävä 3 Yhteensä 
Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % 
Kattava 2 18,2 1 9,1 3 27,3 9 18,8 
Ei kattava, eikä suppea 1 9,0  1 9,1 2 18,1 11 22,9 
Suppea 2 18,2 1 9,1 3 27,3 19 39,5 
Virhe 2 18,2 1 9,1 3 27,3 9 18,8 
Yhteensä 7 63,6 4 36,4 11 100 48 100 
Tehtävässä 1 50,0 % vastauksista oli matemaattiselta sisällöltään suppeita ja 20,0 %:ssa 
oli virhe ajattelussa. Ainoastaan 15,0 % kuului luokkaan kattava ja saman verran luok-
kaan ei kattava, eikä suppea. Sukupuolten välillä suurin ero oli havaittavissa luokassa 
kattava, johon lukeutuvat vastaukset olivat kaikki tyttöjen tekemiä. 
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Tehtävissä 2 ja 3 ei sukupuolten välillä ollut suuria eroja. Tehtävän 2 vastauksista 35,3 % 
kuului luokkaan suppea ja ei kattava, eikä suppea. Kattavia vastauksia oli 17,6 % ja vir-
heellisiä ainoastaan 11,8 %. Tehtävässä 3 oli vastausten hajonta tasaisinta. Vastauksis-
ta kattavia, suppeita ja virheellisiä oli 27,3 % kutakin ja 18,1 % ei ollut kattava, eikä 
suppea. 
Sisällön suhteen kaikista vastauksista enemmistä kuului luokkaan suppea (39,5 %) kun 
muihin luokkiin vastauksia tuli melko tasaisesti (noin 20 %). Tehtävien aiheet oli valittu 
tutkimusten mukaan vaikeiksi koetuista osista, mutta silti vastausten sisällön suppeus 
yllätti minut. Pidän tärkeänä kykyä perustella ajatuksiaan matemaattisesti korrektisti ja 
mielestäni tähän tulisi kiinnittää huomiota. Suppeus ilmeni etenkin matemaattisten 
perusteluiden puutteellisuutena ja suurpiirteisyytenä.  
Sisältöön varmaan vaikutti käytävän asian abstraktisuus, sekä yleisesti käsitteiden uu-
tuus. Tulokset olisivat luultavasti olleet erilaisia, jos olisin teettänyt tehtävät myöhem-
millä kursseilla. Kaikissa saamissani vastauksissa oli matemaattisen sisällön perusteella 
paljon hyvää ja monista vastauksista huomasi, että vastaaja oli pohtinut asiaa ja nähnyt 
vaivaa ajattelunsa esittämisessä.  
Sisällöllisten tekijöiden avulla mitataan tyypillisimmin matematiikan osaamista. Osaa-
misessa korostetaan ajattelun tasojen vaihtelua ja niiden sujuvaa käyttöä. Perustelui-
den monipuolisuus siis edellyttää sekä matematiikan maailmojen välillä sujuvaa liik-
kumista, että kykyä esittää asia korrektisti hyödyntämällä matematiikan kielen eri 
tyyppejä. Luultavasti derivaatan oppimisen alussa matematiikan kielen tyypit ovat 
opiskelijoilla paremmin hallussa kuin liikkuminen matematiikan maailmojen välillä, 
koska kielen tyypit ovat tutut jo aiemmasta opiskelusta, mutta maailmojen yhteys täs-
sä kontekstissa uutta. 
Taulukkoihin 15 ja 16 on eritelty vastauksien matemaattisen kielen monipuolisuutta. 
Kielen osilla siinä tarkoitetaan matematiikan luonnollista kieltä, symbolista kieltä ja 
kuviokieltä. 
Taulukko 15: Kielentämistehtävissä 1 ja 2 käytetyn kielen monipuolisuus. 
Monipuolisuus 
Kielen osat 
Kielentämistehtävä 1 Kielentämistehtävä 2 
Tyttö Poika Kaikki Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % f % f % 
Kolme osaa 7 35,0 4 20,0 11 55,0 0 0 0 0 0 0 
Kaksi osaa 5 25,0 2 10,0 7 35,0 4 23,5 4 23,5 91 52,9 
Yksi osa 0 0 2 10,0 2 10,0 6 35,3 2 11,8 8 47,1 
Yhteensä 12 60,0 8 40,0 20 100 10 58,8 6 35,3 17 100 
1 Yhdessä paperissa vastaaja ei kertonut sukupuoltaan. 
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Taulukko 16: Kielentämistehtävässä 3 käytetyn kielen monipuolisuus. 
Monipuolisuus 
Kielen osat 
Kielentämistehtävä 3 
Yhteensä Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % 
Kolme osaa 7 63,6 3 27,3 10 90,9 21 43,8 
Kaksi osaa 0 0  1 9,1 1 9,1 17 35,4 
Yksi osa 0 0  0 0 0 0 10 20,8 
Yhteensä 7 63,6 4 36,4 11 100 48 100 
Tehtävän 1 vastauksista 55,0 %:ssa oli käytetty kaikkia kolmea matematiikan kielen 
osaa. Yhtä kielen osaa oli käytetty 10,0 %:ssa ja kahta osaa 35,0 %:ssa vastauksia. Sekä 
pojat, että tytöt olivat käyttäneet eniten kaikkia kielen osia ja toiseksi eniten kahta 
kielen osaa. Ainoastaan pojat olivat käyttäneet yhtä kielen osaa. Tehtävänannossa oli 
hyödynnetty kuvaa, jota moni sovelsi myös vastauksessaan. 
Tehtävässä 2 pyydettiin antamaan selitys valmiille tavalle ratkaista tehtävä, joka on 
luultavasti syynä siihen, ettei kukaan vastaajista ollut käyttänyt kuvakieltä. Kaikissa 
vastauksissa perustelut annettiin joko ainoastaan sanallisesti (47,1 %) tai sekä sanalli-
sesti että symbolikielellä (52,9 %). Pojista suurin osa käytti kahta kielen osaa, kun taas 
tytöistä enemmistö käytti ainoastaan yhtä kielen osaa. 
Tehtävä 3 oli tyypillinen derivaatan sovellustehtävä, jossa piti luoda tutkittava funktio 
tilanteesta. Tässä kukaan vastaajista ei käyttänyt ainoastaan yhtä kielen osaa, vaan 
jopa 90,9 % hyödynsi kaikkia kolmea kielen osaa ja 9,1 % kahta kielen osaa. Kahta kie-
len osaa hyödynsi vain yksi poika, ja siinä käytetyt kielen osat olivat matematiikan 
luonnollinen kieli ja symbolikieli. 
Suurimmassa osassa vastauksista oli käytetty kaikkia matematiikan kielen osia (43,8 %), 
mutta viidesosassa vastauksista oli ainoastaan yhtä kielen tyyppiä. Tehtävät olivat hy-
vin erityyppisiä, eikä kukaan vastaajista käyttänyt tehtävässä kaksi kolmea kielen osaa 
tai vastauksessa kolme yhtä kielen osaa. Kaiken kaikkiaan käytetty kieli oli monipuolis-
ta.  
Kielentämisen tehokas käyttäminen vaatii kykyä käyttää monipuolista kieltä. Siis kielen 
monipuolisuus on hyvä asia kielentämisen kannalta. Kielen monipuolisuus ei kuiten-
kaan tarkoita aina matemaattisesti oikeaa ilmaisua ja kielentämisen todellista hallintaa. 
Kielen monipuolisuus tukee perusteluita ja on niissä olennainen osa, muttei välttämät-
tä tarkoita matemaattisen sisällön hallintaa. On todennäköistä, että matemaattisen 
sisällön hyvin hallitseva henkilö osaa halutessaan kuvata ajatteluaan monipuolisen kie-
len avulla kuin henkilö, jolla tätä sisällön osaamista ei ole. 
Pyrin tehtävien rakenteilla tehtävissä 1 ja 3 tukemaan hahmottamista kaikkien kielen 
tyyppien avulla. Mielestäni on tärkeää ymmärtää derivaattaan liittyvät käsitteet sekä 
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kuvallisesti, matemaattisesti, että sanallisesti. Tehtävissä 1 ja 3 suurin osa olikin käyt-
tänyt perusteluissa kaikkia kielen tyyppejä, joka mielestäni oli mielestäni positiivinen 
viesti taidoista hyödyntää monipuolista perustelutekniikkaa. 
Tutkin käytetystä kielestä vielä perusteluiden laajuutta, josta saadut tulokset näkyvät 
taulukoissa 17 ja 18. 
Taulukko 17: Kielentämistehtävien 1 ja 2 vastausten perusteellisuus. 
Perusteellisuus 
Luokka 
Kielentämistehtävä 1 Kielentämistehtävä 2 
Tyttö Poika Kaikki Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % f % f % 
Laaja 5 25,0 1 5,0 6 30,0 2 11,8 0 0 2 11,8 
Ei laaja, eikä suppea 4 20,0 3 15,0 7 35,0 5 29,4 3 17,6 91 52,9 
Suppea 3 15,0 4 20,0 7 35,0 2 11,8 3 17,6 5 29,4 
Kesken 0 0 0 0 0 0 1 5,8 0 0 1 5,9 
Yhteensä 12 60,0 8 40,0 20 100 10 58,8 6 35,2 17 100 
1 Yhdessä paperissa vastaaja ei kertonut sukupuoltaan. 
Taulukko 18: Kielentämistehtävän 3 vastausten perusteellisuus. 
Perusteellisuus 
Luokka 
Kielentämistehtävä 3 Yhteensä 
Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % 
Laaja 2 18,2 1 9,1 3 27,2 11 22,9 
Ei laaja, eikä suppea 2 18,2 0 0 2 18,2 18 37,5 
Suppea 0 0  1 9,1 1 9,1 13 27,1 
Kesken 3 27,2 2 18,2 5 45,5 6 12,5 
Yhteensä 7 63,6 4 36,4 11 100 48 100 
Tehtävässä 1 vastausten perusteellisuus jakautui tasaisesti luokkiin laaja (30,0 %), ei 
laaja eikä suppea (35,0 %) ja suppea (35,0 %). Kaikki vastaukset oli tehty loppuun. Ty-
töistä suurin osa perusteli laajasti vastaustaan, kun taas pojista näin teki vähemmistö. 
Toisaalta poikien vastauksista enemmistö oli suppeita, kun tytöillä taas tässä luokassa 
oli vähiten vastauksia. 
Tehtävässä 2 suurin osa vastauksista lukeutui luokkaan ei laaja, eikä suppea (52,9 %) ja 
ainoastaan 5,9 % vastauksista oli jäänyt kesken. Poikien vastauksista mikään ei ollut 
laaja, eikä jäänyt kesken. Heidän vastauksensa jakautuivat tasaisesti luokkiin suppea ja 
ei laaja, eikä suppea. Tyttöjen vastauksista eniten kuului luokkaan ei laaja, eikä suppea 
ja yksi vastauksista jäi kesken. 
Perusteellisuuden jakautuminen tehtävän 3 vastauksissa poikkesi rajusti verrattuna 
tehtäviin 1 ja 2. Tehtävässä 3 selvä enemmistö (45,5 %) oli jättänyt tehtävän kesken. 
Toisaalta 27,2 % vastauksista oli perusteltu laajasti. Siis tämä tehtävä oli joko osattu 
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perustella laajasti, tai sitten se oli jäänyt kesken. Tyttöjen vastauksista mikään ei ollut 
luokassa suppea, eikä poikien vastauksista mikään kuulunut luokkaan ei laaja, eikä 
suppea. Muuten erot olivat melko pieniä. Saamani käsityksen mukaan opiskelijat olivat 
kokeneet tehtävän yllättävän hankalaksi tehdä. 
Kaikki tehtävät huomioiden, suurin osa vastauksista lukeutui perusteellisuutensa mu-
kaan luokkaan ei laaja, eikä suppea (37,5 %). Mielestäni mielenkiintoinen hajonta syn-
tyi tehtävän kolme perusteellisuudesta verrattuna tehtäviin 1 ja 2. Näiden välillä perus-
teellisuuden luokittelu meni käytännössä päinvastoin.  
Tehtäviä tehdessä minulla ei ollut tämä tietoisena aikomuksena. Tehtävät 1 ja 2 olin 
luonut itse, mutta tehtävä 3 oli hieman muokattuna otettu valmis kirjan tehtävä. En-
simmäisten kahden osalta annoin tehtävän ohjeistuksessa enemmän tukea kielentämi-
selle ja kolmas tehtävä oli perussovellus derivaatasta. Siinä mielessä kolmas tehtävä 
toimi kielentämisen kannalta oikein hyvin, että henkilöt, jotka olivat sen osanneet teh-
dä loppuun, olivat myös käyttäneet perusteluita runsaasti. 
Matemaattisen osaamisen karttuessa myös kyky perusteellisuuteen lisääntyy. Perus-
teellinen vastaus vaatii kykyä matematiikan maailmojen käyttöön, matemaattiseen 
osaamiseen ja kielen tyyppien sujuvaan hyödyntämiseen. 
9.2.3?Miten?varmoja?opiskelijat?olivat?omasta?osaamisestaan??
Tutkin vielä opiskelijoiden omaa käsitystä vastauksensa oikeellisuudesta ja ymmärryk-
sestä. Heidän käsitykset asiasta olen koonnut taulukkoihin 19 ja 20. Seuraavassa kap-
paleessa käsittelen vielä tarkemmin tutkimuksessa löytyneitä yhteyksiä tutkittujen osi-
en välillä. 
Taulukko 19: Vastaajien käsitys omasta ymmärryksestään ja ratkaisunsa oikeellisuudesta kie-
lentämistehtävissä 1 ja 2. 
Ymmärrys 
Oma mielipide 
Kielentämistehtävä 1 Kielentämistehtävä 2 
Tyttö Poika Kaikki Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % f % f % 
Kyllä 2 10,5 5 26,3 7 36,8 5 33,3 6 40,0 11 73,3 
Ei tiedä 9 47,4 2 10,5 11 57,9 4 26,7 0 0 4 26,7 
Ei 1 5,3 0 0 1 5,3 0 0  0 0 0 0 
Yhteensä 12 63,2 7 36,8 191 100 9 60,0 6 40,0 152 100 
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Taulukko 20: Vastaajien käsitys omasta ymmärryksestään ja ratkaisunsa oikeellisuudesta kie-
lentämistehtävässä 3. 
Ymmärrys 
Oma mielipide 
Kielentämistehtävä 3 
Yhteensä Tyttö Poika Kaikki 
f % f % f % f % 
Kyllä 1 10,0 1 10,0 2 20,0 19 44,2 
Ei tiedä 4 40,0 2 20,0 6 60,0 21 48,8 
Ei 2 20,0 0 0 2 20,0 3 7,0 
Yhteensä 7 70,0 3 30,0 101 100 43 100 
1 Yhdessä paperissa ei vastattu kysymykseen tehtävän ymmärryksestä ja osaamisesta. 
2 Kahdessa paperissa ei vastattu kysymykseen tehtävän ymmärryksestä ja osaamisesta. 
Tehtävässä 1 suurin osa vastanneista (57,9 %) ei ollut varma, oliko ymmärtänyt tehtä-
vän ja tehnyt sen oikein. 36,8 % vastanneista koki osanneensa tehtävän kun taas 
5,3 %:n mielestä tehtävä ei mennyt oikein ja he eivät ymmärtäneet sitä. Pojista selvä 
enemmistö koki osanneensa tehtävän ja ainoastaan muutama ei ollut varma osaami-
sestaan. Kukaan heistä ei kokenut, että oma tehtävä ei olisi oikein tai he eivät olisi 
ymmärtäneet sitä. Tytöistä taas selkeä enemmistö kallistui epävarmuuteen omasta 
osaamisestaan. Muutama vastaaja koki osanneensa tehtävän oikein ja eräs ei omasta 
mielestään ymmärtänyt tehtävää. 
Tehtävässä 2 oma osaaminen ja ymmärrys koettiin vahvemmaksi verrattuna ensim-
mäiseen tehtävään. Toisessa tehtävässä jopa 73,3 % vastanneista koki osanneensa 
tehtävän, eikä kukaan vastaajista kokenut, ettei osannut sitä. 26,7 % vastanneista ei 
ollut varma omasta osaamisestaan. Pojista kaikki kokivat osanneensa tehtävän ja ym-
märtäneensä sen, kun taas tytöistä lähes puolet eivät olleet varmoja osaamisestaan. 
Tehtävä 3 taas oli koettu ymmärryksen ja osaamisen kannalta haastavimmaksi. Jopa 
20,0 % vastanneista koki, ettei ollut osannut tehtävää ja saman verran koki sen osan-
neensa. Suurin osa (60,0 %) ei ollut varma osaamisestaan. Sekä tytöistä, että pojista 
suurin osa oli epävarmoja osaamisestaan, mutta kukaan pojista ei kokenut, ettei olisi 
osannut tehtävää, toisin kuin osa tytöistä teki. 
Kaiken kaikkiaan suurin osa opiskelijoista koki epävarmuutta ymmärryksestään ja 
osaamisestaan (48,8 %) tai osanneensa nämä asiat (44,2 %). Ainoastaan 7,0 % kaikista 
vastaajista koki osaamattomuutta tehtävissä. Keskimäärin tytöt arvioivat oman osaa-
misensa epävarmemmaksi kuin pojat. Vastaavankaltaisia tuloksia siitä, että pojat ovat 
varmempia omasta matemaattisesta osaamisestaan, on tullut myös muista tutkimuk-
sista. Tästä on raportoitu esimerkiksi TIMSS -raportissa (Mullis et al. 2012). 
 ?
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9.2.4?Mitä?yhteyksiä?aineiston?perusteella?voidaan?havaita??
Kielentämistehtävistä tutkin vielä lopuksi kaikkien edellä kuvattujen osien välisiä yhte-
yksiä, siis yhteyksiä välillä kielentämismalli-sisältö-ymmärrys-perusteellisuus-
monipuolisuus-sukupuoli. Pisteytin vastaukset edellä kuvaamieni kriteerien mukaan 
niin, että mahdollisimman matemaattisesti korrekti sisältö, laajuus ja niin edelleen 
saivat korkeimmat pisteet ja vastaavasti puutteellisimmat vastaukset saivat niukimmat 
pisteet. Jos vastaaja koki ymmärtäneensä ja osanneensa tehtävän, sai hän kolme pis-
tettä, jos taas ei, niin yhden pisteen. Sukupuolessa tytöt pisteytettiin ykkösellä ja pojat 
kakkosella. 
Pisteytyksen jälkeen tutkin yhteyksiä SPSS-ohjelman (Statistical Package for the Social 
Sciences) avulla, jolla selvitin Pearsonin korrelaatiokertoimet. Saadut korrelaatioker-
toimet on esitetty vuokaavion muodossa taulukossa 20. Merkitsevät korrelaatioker-
toimet on kuvattu tähtien avulla. 
Vuokaaviossa positiivinen korrelaatio ilmaisee, että toisen muuttujan arvojen kasvaes-
sa myös toisen muuttujan arvot kasvavat. Lähellä nollaa oleva korrelaatio kertoo, ettei 
muuttujien välillä ole lineaarista yhteyttä. Tällöin siis toinen muuttuja voi saada mitä 
arvoja tahansa toisen muuttujan arvojen kasvaessa. Korrelaatiokerroin saa negatiivisia 
arvoja silloin, kun toinen muuttuja saa suuria arvoja ja toinen pieniä arvoja. (Valtari, 
2006.) Mitä korkeampi korrelaatiokerroin on, sitä vahvempi yhteys muuttujien välillä. 
Taulukko 21: Pearsonin korrelaatiokertoimista tehty vuokaavio kielentämistehtävissä 1 ja 2.  
 
  
Vuokaavio kielentämisharjoituksien vastauksista 
Kielentämistehtävä 1 Kielentämistehtävä 2 
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Taulukko 22: Pearsonin korrelaatiokertoimista tehty vuokaavio kielentämistehtävässä 3.  
Vuokaavio kielentämisharjoituksien vastauksista 
Kielentämistehtävä 3 
 
      
 
*** Erittäin merkitsevä (p=0,000) 
** Merkitsevä (p<0.001) 
* Melkein merkitsevä (p<0.005) 
- yhteyttä ei havaittu 
Tehtävässä 1 saatiin tilastollisesti erittäin merkittävä positiivinen korrelaatio muuttuji-
en sisältö-perusteellisuus, sisältö-monipuolisuus, ymmärrys-perusteellisuus, monipuo-
lisuus-ymmärrys ja monipuolisuus-perusteellisuus. Siis esimerkiksi jos vastauksessa oli 
vahva matemaattinen sisältö, niin silloin siinä oli myös todennäköisesti käytetty moni-
puolista kieltä ja perusteltu tehtyjä ratkaisuja laajasti. Erittäin vahva yhteys on havait-
tavissa kielen monipuolisuuden ja perusteluiden laajuuden (0,934***), sekä oman käsi-
tyksen ymmärryksestä ja kielen monipuolisuuden (0,859***) välillä. 
Tilastollisesti merkitsevä positiivinen yhteys havaittiin tehtävässä 1 muuttujien kielen-
tämismalli-sisältö, kielentämismalli-perusteellisuus ja sisältö-ymmärrys välillä. Vaikut-
taisi siis siltä, että opiskelijan oma käsitys ymmärryksestä korreloi osittain matemaatti-
selle sisällölle asettamieni kriteerien kanssa.  
Vastauksista oli havaittavissa melkein merkittävä yhteys sukupuolen ja ymmärryksen 
välillä. Tämän mukaan pojat kokivat oman osaamisensa hiukan paremmaksi kuin tytöt. 
Muita merkittäviä yhteyksiä sukupuolen kanssa ei voitu havaita. 
Tehtävässä 2 löytyi tilastollisesti erittäin merkittävät positiiviset korrelaatiot muuttuji-
en sisältö-ymmärrys, sisältö-perusteellisuus, sisältö-monipuolisuus, monipuolisuus-
perusteellisuus ja ymmärrys-monipuolisuus. Erona edelliseen tehtävään on siis, että 
opiskelijoiden käsitys omasta osaamisesta ja minun käsitys vastauksen matemaattises-
ta sisällöstä vastaavat paremmin toisiaan. Vahvin positiivinen yhteys oli havaittavissa 
vastauksen kielen monipuolisuuden ja perusteellisuuden välillä. 
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Merkitsevä korrelaatio muodostui muuttujien ymmärrys ja perusteellisuus välille. Ne-
gatiivinen korrelaatio on havaittavissa sukupuolen ja matemaattisen sisällön välillä, 
sekä sukupuolen ja perusteellisuuden välillä. Tämä tarkoittaa siis sitä, että keskimäärin 
poikien vastaukset olivat matemaattisen sisällön ja kielen perusteellisuuden kannalta 
heikompia, kuin tyttöjen. Tosin korrelaatio ei ole merkitsevä. 
Tehtävässä 3 ei havaittu minkäänlaisia yhteyksiä kielentämismallin ja muiden muuttu-
jien välillä. Tehtävän vastauksissa oli tilastollisesti erittäin merkittävä positiivinen kor-
relaatio muuttujien sisältö-ymmärrys, ymmärrys-perusteellisuus, sisältö-
perusteellisuus, ymmärrys-monipuolisuus ja monipuolisuus-perusteellisuus väleillä. 
Nämä kaikki muuttujat korreloivat keskenään hyvin korkeilla korrelaatiokertoimilla. 
Vastauksissa ei ollut havaittavissa merkitseviä tai tilastollisesti melkein merkitseviä 
yhteyksiä. 
Mielenkiintoista oli mielestäni, ettei eri tehtävien välille muodostunut yhteyksiä. Tämä 
siis tarkoittaa, että vastaajat eivät käyttäneet kieltä systemaattisesti jokaisessa tehtä-
vässä. Toki tehtävät olivat hyvin erilaisia, mutta tämä on silti mielestäni huomion ar-
voista. Lähes kaikki vastaukset olivat mielestäni hyvin systemaattisia, mutta samanlai-
nen systemaattisuus ei tullut esille muissa tehtävissä vastaavalla tavalla. Esimerkiksi jos 
vastaaja oli tehnyt ensimmäisen tehtävän todella perusteellisesti, ei se tarkoita, että 
sama perusteellisuus olisi havaittavissa myös tehtävissä 2 ja 3. Toki joillakin vastaajista 
tämä oli havaittavissa, mutta ei kautta linjan. Tähänkin voi vaikuttaa tietty käsitys oi-
keaoppisesta vastaamisesta ja pyrkimys niin sanottuun haluttuun tulokseen.  
Tehtävässä 1 pojat kokivat ymmärtäneensä ja osanneensa tehtävän paremmin kuin 
tytöt, mutta tehtävän 2 välillä ero oli tasoittunut, eikä tehtävän 3 välillä voitu havaita 
korrelaatiota mihinkään suuntaan. Sukupuolella ei ollut merkittävää yhteyttä minun 
käsitykseeni vastauksen oikeellisuudesta. Tehtävässä 2 vastasivat pojat keskimäärin 
hieman heikommin matemaattisen sisällön perusteella, kun taas tehtävissä 1 ja 3 oli 
tilanne päinvastainen. Vastaava yhteys oli havaittavissa poikien ja vastauksen perus-
teellisuuden välillä. Siis tehtävässä 2 pojat olivat vastanneet hieman heikommin tyttöi-
hin verrattaessa, mutta sama ei toistunut tehtävissä 1 ja 3. 
Tutkimustuloksia analysoitaessa, kiinnosti minua erityisesti tietää millainen yhteys 
opiskelijoiden käsityksellä osaamisestaan ja minun käsityksellä heidän vastauksiensa 
matemaattisen sisällön kanssa on. Positiivista on, että ne korreloivat keskenään jokai-
sessa tehtävässä. Kaikkein vahvin tämä yhteys on tehtävässä 3 (0,901***), toiseksi 
vahvin tehtävässä 2 (0,712***) ja heikoin tehtävässä 1 (0,536**).   
Tehtävät 1 ja 2 olivat itse luomiani ja näistä tehtävä 1 mielestäni enemmän soveltava, 
ei suoraan kirjan tyyppinen tehtävä. En osaa sanoa mistä nämä erot tulevat, mutta 
luulen niiden liittyvän tehtävien yleisyyteen tunneilla. Tehtävä 3 oli tavallista tyyppiä 
oleva tehtävä, johon oppilaat olivat tottuneet. Oman osaamisensa he arvioivatkin ehkä 
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sen takia vastaamaan selkeämmin niin sanottua yleistä käsitystä vastaamaan. Sama 
yhteys on havaittavissa muuttujien sisältö ja monipuolisuus välillä. Jokaisessa tehtäväs-
sä yhteys on tilastollisesti erittäin merkittävä, mutta yhteys on vahvin tehtävässä 3 ja 
heikoin tehtävässä 1. 
Kaikkien tehtävien sisällä korreloivat voimakkaasti myös muuttujat monipuolisuus ja 
perusteellisuus keskenään, tehtävässä 1 oli tämä yhteys kaikkein selkein. Tulos oli mie-
lestäni melko odotettu, koska jos käyttää monipuolista kieltä, niin on luonnollista aja-
tella, että myös perustelut ovat laajempia. Vastaava havainto voidaan tehdä muuttuji-
en kielen monipuolisuus ja oma käsitys ymmärryksestä välillä. Jokaisessa tehtävässä 
yhteys oli erittäin merkittävä, mutta tehtävässä 2 muuttujien välinen yhteys matalampi 
kuin tehtävissä 1 ja 3. 
Huomion arvoista on vielä mielestäni opiskelijoiden oman käsityksen ymmärryksestään 
ja vastauksen perusteellisuuden välinen yhteys. Yhteys oli voimakkain tehtävässä 3 
(0,907***), toiseksi voimakkain tehtävässä 1 (0,763***) ja heikoin tehtävässä 2 
(0,582**). Sama järjestys saadaan myös muuttujien ymmärrys ja monipuolisuus väleille. 
Tehtävä 2 oli koettu opiskelijoiden mielestä osaamisen kannalta katsottuna varmim-
maksi, mutta vaikuttaa siltä ettei sitä voida havaita muissa mitattavissa ominaisuuksis-
sa. 
9.3?Miten?opiskelijat?kokivat?kielentämisen?käyttämisen??
Kun opiskelijat olivat palauttaneet kielentämistehtävät ja olimme käyneet tunneilla 
kielentämisharjoitukset loppuun, pyysin opiskelijoilta vielä kirjallisesti palautetta siitä 
mitä mieltä he olivat kielentämisestä ja sen käyttämisestä. Käyttämäni kysymyslomake 
löytyy liitteestä 6. Vastauksia sain yhteensä 24 kappaletta. Opiskelijoiden taustakäsi-
tykset omasta osaamisesta ja kielentämisestä on esitetty taulukossa 23. 
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Taulukko 23: Opiskelijoiden taustakäsityksiä. 
 Täysin 
eri 
mieltä 
Jokseenkin 
eri mieltä 
Ei sa-
maa, 
eikä eri 
mieltä 
Jokseenkin 
samaa 
mieltä 
Täysin 
samaa 
mieltä 
T1: Olen hyvä matematiikas-
sa. 0 % 4,2 % 20,8 % 58,3 % 16,7 % 
T2: Olen kiinnostunut ma-
temaattisista ongelmista. 0 % 12,5 % 33,3 % 41,7 % 12,5 % 
T3: Olen hyvä äidinkielessä. 
0 % 12,5 % 8,3 % 54,2 % 25 % 
T4: Pidän kirjoittamisesta. 
0 % 20,8 % 8,3 % 45,8 % 25 % 
      
V1: Mielestäni sanallisten 
tehtävien ratkaisemisessa 
kannattaisi kirjoittaa perus-
teluja näkyviin laskutoimi-
tusten oheen. 
4,2 % 8,3 % 12,5 % 58,3 % 16,7 % 
V2: Matemaattisen ongel-
man selittäminen omin sa-
noin auttaa minua tehtävän 
ymmärtämisessä ja ratkai-
semisessa. 
4,2 % 12,5 % 20,8 % 50 % 12,5 % 
V3: Kuvan piirtäminen aut-
taa minua tehtävän ratkai-
semisessa. 
0 % 0 % 0 % 33,3 % 66,7 % 
V4: Aion jatkossa käyttää 
kielentämistä apunani. 4,2 % 4,2 % 45,8 % 41,6 % 4,2 % 
V5: Sanallisen tehtävän rat-
kaisemisessa itse kirjoitta-
mani väliotsikot jäsentävät 
ratkaisuprosessin toisille 
helposti seurattavaan muo-
toon. 
4,2 % 4,2 % 20,8 % 41,6 % 29,2 % 
V6: Tehtävän ratkaisun selit-
täminen omin sanoin paljas-
taa nopeasti onko ratkaisija 
ymmärtänyt tehtävän ratkai-
suprosessin perin pohjin. 
0 % 0 % 8,3 % 41,7 % 50 % 
Taulukon 23 ensimmäisten neljän väitteen tarkoituksena oli selvittää opiskelijoiden 
käsityksiä omasta osaamisestaan matematiikassa, äidinkielessä, sekä omista taidoista 
näissä. Vastausjakauma näihin kysymyksiin on painottunut positiiviseen suhtautumi-
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seen. Jopa 75 % vastaajista koki olevansa vähintään jokseenkin hyvä matematiikassa ja 
hieman yli puolta vastaajista kiinnosti ainakin jonkin verran matemaattiset ongelmat. 
Kukaan vastaajista ei kokenut olevansa huono matematiikassa tai etteivät matemaatti-
set ongelmat kiinnostaisi ollenkaan. Kolmasosa ei osannut ottaa kantaa matemaattis-
ten ongelmien kiinnostavuuteen. 
Äidinkielessä ainakin jokseenkin hyvänä itseään piti lähes 80 % vastaajista ja kirjoitta-
misesta jollakin tasolla myönsi pitävänsä 70 % vastaajista. Väitteiden T3 ja T4 kanssa 
täysin samaa mieltä oli 25 %, eikä kukaan vastaajista ollut näiden kanssa täysin erimiel-
tä. Tosin 20,8 % ilmoitti olevansa jokseenkin eri mieltä väitteen T4 kanssa. Kaiken kaik-
kiaan opiskelijoilla vaikuttaisi olevan melko positiivinen kuva sekä matematiikasta, että 
äidinkielestä. Verrattaessa näitä keskenään, vaikuttaisi äidinkielellä olevan jopa hieman 
suurempi suosio. 
Lomakkeen muut väitteet koskivat opiskelijoiden käsityksiä kielentämisestä. Eniten 
opiskelijat olivat samaa mieltä väitteen V3 kanssa, jonka mukaan kuvan piirtäminen 
auttaa tehtävän ratkaisussa. Kaikki vastaajat olivat vähintään jokseenkin samaa mieltä 
väitteen kanssa, ja jopa 66,7 % oli täysin samaa mieltä. Koska derivaatta on hyvin abst-
rakti käsite ja tunneilla yleensä lähdetään tilanteen visuaalisesta hahmotuksesta, kuu-
lostaa tämä tulos varsin järkevältä. 
Toinen erittäin suuren suosion saanut väite käsitteli ratkaisun selittämisen omin sanoin 
suhdetta tehtävän ymmärtämiseen (V6). Opiskelijoista 50 % oli täysin samaa mieltä 
sen kanssa, että tehtävän ratkaisun selittäminen omin sanoin paljastaa nopeasti onko 
ratkaisija ymmärtänyt tehtävän ratkaisuprosessin perin pohjin. Tässä jokseenkin samaa 
mieltä  oli  41,7  %  ja  kantaansa  ei  osannut  kertoa  8,3  %  vastanneista.  Kukaan  ei  ollut  
edes jokseenkin eri mieltä väitteen kanssa.  
Luulen, että väitteen vastausjakauma on korostumiseen vaikuttaa opiskelijoilta vaadit-
tavien perusteluiden määrä. Mitä pidemmälle matematiikan taidot karttuvat koulussa, 
sitä enemmän tunneilla ja koko oppiaineessa vaaditaan kykyä perustella omia ajatuksia. 
Jos perustelut ovat puutteelliset tai muulla tavalla epäuskottavat, ei se myöskään 
kuuntelijassa tai lukijassa herätä luottamusta selitykseen. 
Myös väitteet V1, V2 ja V5 saivat kannatusta. Nämä käsittelivät itse kirjoitusprosessia 
ja sen tuomaa etua jäsennykseen. Näistä eniten positiivista kannatusta sai väite, jonka 
mukaan sanallisten tehtävien ratkaisemisessa kannattaisi kirjoittaa perusteluja näky-
viin laskutoimitusten oheen. Sen kanssa ainakin jokseenkin samaa mieltä oli noin 75 % 
vastaajista. Epäilevimmin suhtauduttiin väitteeseen, jonka mukaan matemaattisen 
ongelman selittäminen omin sanoin auttaa tehtävän ymmärtämisessä ja ratkaisemi-
sessa. Tämän kanssa ainakin jokseenkin eri mieltä oli lähes 17 % vastaajista ja epävar-
moja oli 20,8 %. Väitettä kannatti jollakin tasolla 62,5 % vastaajista. 
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Suurinta epävarmuutta herätti väite, jossa kysyttiin opiskelijoiden aikomuksia hyödyn-
tää kielentämistä myöhemmin (V4). Siinä jopa 45,8 % vastaajista ei ottanut tähän kan-
taa. 41,6 % oli jokseenkin samaa mieltä väitteen kanssa ja 4,2 %:n kannatuksen saivat 
myös vaihtoehdot täysin samaa mieltä, jokseenkin erimieltä ja täysin erimieltä.  
Tämä tukee saamaani käsitystä tunneilla ilmitulleesta palautteesta. Osa opiskelijoista 
vaikutti haluavan hyödyntää kielentämistä myös muissa matematiikan osa-alueissa 
enemmän, kun taas osa oli hieman kahden vaiheilla. Heistä kielentämisessä on hyötyjä, 
mutta toisaalta siinä on haasteita, eivätkä he halunneet ottaa yleistä kantaa näiden 
väliseen suhteeseen. Ironista mielestäni on, että oikeastaan koulun matematiikan tun-
neilla tehdään koko ajan kielentämistä jollakin tasolla. Mielestäni kielentämistä on 
myös esimerkiksi itsekseen pohtiminen parhaan ratkaisustrategian löytämiseksi. Opis-
kelijat eivät ehkä osanneet yhdistää tekevänsä kokoajan kielentämistä. Nyt siitä tehtiin 
vain mahdollisimman näkyvää ja kannustettiin löytämään lisää argumentteja oman 
ajattelun tueksi. 
Kaiken kaikkiaan mielestäni opiskelijoiden suhtautuminen kielentämiseen oli lomak-
keen mukaan varsin positiivista, mutta opiskelijoilla ei vielä ole kovin selkeää kantaa. 
Vastaavia tuloksia on saatu myös esimerkiksi Joutsenlahden (2010) ja Väyrysen (2012) 
tekemissä tutkimuksissa, joissa käytettiin lähes samanlaista lomaketta. Joutsenlahden 
tutkimuksessa 49 % vastaajista ei ollut varma, aikooko käyttää kielentämismalleja 
myöhemmin. Erona koko vastausjoukossa on, että Joutsenlahden tutkimuksessa moni 
vastaaja oli valinnut vaihtoehdon ”ei samaa, eikä erimieltä” useampaan kohtaan, toisin 
kuin minulla. Moniin väitteisiin oli otettu kantaa joko puolesta tai vastaan. 
Tunneilla mielestäni aluksi opiskelijat olivat hieman epäluuloisia kielentämisen käyttä-
misestä ja vaikuttivat olevan odottavalla kannalla. Moni lähti kuitenkin aktiivisesti ko-
keilemaan kielentämisharjoituksia tunneilla ja palautteen nojalla osa myös näki kokei-
lut positiivisina.  
Väyrysen tutkimukseen verrattuna sain vastaavia tuloksia useammassa kohdassa, 
etenkin kuvien käytöstä (V3) ja siitä, että omin sanoin ratkaisun selittäminen auttaa 
huomaamaan onko ratkaisija ymmärtänyt tehtävän (V6). Saamistani vastauksista aina-
kin jokseenkin samaa mieltä kuvien käytöstä olivat kaikki vastaajat, kuten Väyrysellä. 
Ratkaisun selittämisen hyödyllisyydestä Väyrysellä ainakin jokseenkin samaa mieltä oli 
94,5 % kun minulla vastaava lukema oli 91,7 %. 
Lopuksi pyysin oppilaita vielä vastaamaan avoimiin kysymyksiin kirjallisesta ja suullises-
ta kielentämisestä. Kysymykset esitettiin samaan aikaan kuin yllä oleva taulukko 23 
opiskelijoiden taustakäsityksistä. Alla olevaan taulukkoon 24 olen koonnut opiskelijoi-
den mielipiteitä kirjallisen kielentämisen hyödyistä. 
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Taulukko 24: Kirjallisen kielentämisen hyödyt. 
Vastausluokka  Frekvenssi  % 
Hahmottaa tilanteen ja mitä tekee 13 54,2 
Selkeyttää  11 45,8 
Helppo palata myöhemmin, ajatukset muistiin 7 29,2 
Jäsentelee ajatuksia ja niiden esittämistä (strategian 
oppiminen) 
7 29,2 
Ymmärtää mitä tekee 6 25 
On pakko ajatella mitä tekee 3 12,5 
Keskittyy tehtävään 2 8,3 
Opiskelijoiden mielipiteet kirjallisen kielentämisen hyödyistä jakautuivat 7 eri luokkaan. 
Suurimpana hyötynä pidettiin, että kirjallisen kielentämisen avulla saadaan helpommin 
hahmotettua käsiteltävä tilanne ja ylipäätään se mitä tekee. Tätä mieltä oli jopa 54,2 % 
vastaajista.  
N11: "Tehtävän hahmottaa paremmin, ajatukset selkeempiä, voi tarkastaessa seurata 
omia ajatuksia ja huomata jos tyhmiä virheitä. Voisin harrastaa muutenkin."  
Toisena etuna pidettiin selkeyttämistä (45,8 %). Myös ajatuksien muistiin saaminen 
(29,2 %) ja ratkaisuprosessin organisoiminen (29,2 %) saivat kannatusta. 
N4: ”Uskon, että auttoivat. Varsinkin 2. tehtävä tuntui hyödylliseltä, silloin tajusi missä 
järjestyksessä ja miten välivaiheet kannattaa kirjoittaa näkyviin." 
Osa oli myös sitä mieltä, että kirjoittaminen lisää ymmärrystä (25 %) ja keskittymistä 
tehtävään (8,3 %), sekä pakottaa ajattelemaan sitä mitä tekee (12,5 %). 
N14: "Ymmärtää paremmin kun kirjoittaa" 
Vastaavanlaisia hyötyjä on tullut esille myös muissa tutkimuksissa. Esimerkiksi Mäck-
lingin ja Nikulan tutkimuksessa (2010) kirjallisen kielentämisen tärkeimmäksi hyödyksi 
nousi tulosteni tavoin tilanteen ymmärtäminen ja ratkaisuprosessin eteneminen.  
Mielenkiintoista mielestäni on, että tutkimuksessani kaikki opiskelijoiden kuvaamat 
hyödyt koskevat heitä itseään, eikä esimerkiksi ratkaisun selkenemistä muille. Mäcklin-
gin ja Nikulan tutkimuksessa nousi esiin juuri ratkaisuprosessin avaaminen muille, toi-
sin kuin saamissani vastauksissa. Tähän saattaa vaikuttaa vastaajien suuri ikäero. Ala-
asteikäisten mielestä on tärkeää, että opettaja näkee heidän ymmärtäneen tehtävän. 
Lukiossa taas oma ymmärrys on tavoitteena ehkä tärkeämpi kuin muille näyttäminen. 
Toki aina on tärkeää myös saada muut vakuuttuneeksi ajatteluprosessin pätevyydestä. 
Opiskelijoiden käsitykset kirjallisen kielentämisen heikkouksista olen koonnut tauluk-
koon 25. Tähän, kuten edelliseen kohtaan, luokittelin vastaukset 7 kategoriaan. 
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Taulukko 25: Kirjallisen kielentämisen heikkoudet. 
Vastausluokka  Frekvenssi  % 
Hidasta, vie paljon aikaa 12 50,0 
Työlästä  5 20,8 
Vaikeaa  4 16,7 
Ei tarpeellista kirjoittaa laskun lisäksi 3 12,5 
Vie tilaa 2 8,3 
Tylsää  1 4,2 
Voi saada ajatuksen katkeamaan 1 4,2 
Kirjallisen kielentämisen heikkoutena 50 % vastaajista pitää sen hitautta. Se siis näh-
dään tyypillisesti hitaana ja työläänä (20,8 %) työtapana. Eräs vastaaja piti sitä myös 
tylsänä, jos tehtävän vaikeus ei sitä vaadi. 
N6: "Hidasta ja tuntuu tylsältä jos asian mielestään kuitenkin osaa." 
Osa vastaajista piti kirjallista kielentämistä haastavana (16,7 %), tarpeettomana 
(12,5 %) tai tilaa vievänä (8,3 %). 
N23: "Matikan kirjoittaminen on joskus hankalaa ja laskeminen kuitenkin pääasia" 
Vastaavia tuloksia on saatu myös muista kielentämisen heikkouksia selvittäneissä kyse-
lyissä. Esimerkiksi Väyrysen (2010) tutkimuksessa kielentämisen heikkoudeksi nousi 
etenkin sen aikaa vievyys (45,0 %) ja Mäcklingin ja Nikulan tutkimuksessa kielentämistä 
pidettiin tarpeettomana. Uusia puolia saamissani vastauksissa olivat tilaa vievyys 
(8,3 %) ja ajatuksen katkeaminen (4, 2%), jotka olivat mielestäni yllättäviä vastauksia. 
Vastauksen tilaa vievyys ei kuvasta matematiikkaan liittyvää kielentämisen haittaa, 
vaan on pikemminkin vastaajan oma käsitys matematiikan tehtävän niin sanotusta 
oikeasta pituudesta. Ajatuksen katkeaminen taas luultavasti liittyy siihen, että vastaaja 
on ajatellut ratkaisuprosessin aluksi päässään ja kirjoittaa sen vasta tämän jälkeen pa-
perille. Näin tehtäessä varmasti ajatuksen katkeaminen voikin olla ongelmana. 
Eräs vastaaja totesi mielenkiintoisesti, että matematiikassa kuitenkin pääasia on las-
keminen, ei selittäminen. Tämä kommentti pohjautuu luultavasti koulusta saatuun 
käsitykseen siitä mitä matematiikka on. Mielestäni matematiikkaan kuuluu paljon 
muutakin kuin laskeminen ja olen oppinut huomaamaan sen etenkin omissa yliopisto-
opinnoissani. Laskemisen taustalla oleva matemaattinen ajattelu ja oman ajattelun 
näkyväksi tekeminen ovat mielestäni aivan yhtä tärkeitä. 
Kirjallisen kielentämisen lisäksi pyysin oppilaita pohtimaan suullista kielentämistä. Tau-
lukossa 26 on jaoteltu vastauksista nousseet suullisen kielentämisen hyödyt opiskeli-
joille. Jaon hyödyt 7 luokkaan. 
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Taulukko 26: Suullisen kielentämisen hyödyt. 
Vastausluokka  Frekvenssi  % 
Selkeyttää (käsitteet, tehtävä), auttaa ymmärtämään 11 45,8 
Oppii itsekin paremmin 6 25 
Auttaa jäsentämään ajatuksia 5 20,8 
Kuulee muitakin tapoja  3 12,5 
Ei osaa sanoa 2 8,3 
Huomaa omat virheet 2 8,3 
Oppii selittämään ajattelua 2 8,3 
Suurin osa vastaajista koki suullisen kielentämisen selkeyttävän tehtävää ja käytäviä 
käsitteitä, sekä ylipäätään auttavan ymmärtämisessä (45,8 %). Neljäsosa vastaajista 
koki, että sen avulla oppii itsekin paremmin. Osa piti myös hyvänä, että sen avulla kuu-
lee muitakin tapoja ajatella ratkaisuprosessi. 
N2: "Tuli selväksi tunnilla monia epäselviä asioita, kun vastasi väärin, mutta jonka jäl-
keen oppi." 
Moni koki myös, että suullinen kielentäminen auttaa jäsentämään ajatuksia (20,8 %) 
tai huomaamaan omat virheensä (8,3 %). 
 N16: "Hyödyllistä, auttaa jäsentämään ajatuksia" 
Opiskelijoiden mielestä siis suullisella kielentämisellä on monia hyötyjä, jotka liittyvät 
etenkin oman oppimisprosessin kehittymiseen ja matemaattisen tiedon oikeellisuu-
teen. Saadut vastaukset tukevat kirjallisuudesta saatuja käsityksiä puhumisen ja vuoro-
vaikutuksen eduista. Selkeyttävä vaikutus on noussut esiin myös muissa tutkimuksissa. 
Kysyttäessä kirjallisen kielentämisen heikkouksista, erosivat opiskelijoiden mielipiteet 
eniten. Saadut vastaukset on koottu taulukkoon 27, johon luokkia heikkouksista muo-
dostui lopulta 9. Ilmenneiden vastausluokkien lisäksi osa vastaajista sanoi, ettei osallis-
tunut tunneilla tehtyyn suulliseen kielentämiseen. 
Taulukko 27: Suullisen kielentämisen heikkoudet. 
Vastausluokka  Frekvenssi  % 
Ei hyödytä kovin paljoa 6 25 
Ei osaa sanoa 2 8,3 
Hidasta  2 8,3 
Vaikeaa  2 8,3 
Helpoissa tehtävissä turhauttaa 1 4,2 
Saattaa häiritä toisia 1 4,2 
Sekoittaa  1 4,2 
Puhumiseen ei aina mahdollisuutta 1 4,2 
Unohtuu nopeasti 1 4,2 
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Monen vastaajan mielestä suullisen kielentämisen keskeisin heikkous on, ettei se hyö-
dytä kovin paljoa (25 %). Tätä mielipidettä ei perusteltu enempää, joten luulen sen 
viittaavan yleisesti kielentämisen kokemukseen tai ylipäätään vaikeuteen nähdä kielen-
tämisen eri puolia. Kielentäminen on opiskelijoille jo tässä vaiheessa varmasti tuttua 
monen opiskeluvuoden jälkeen, mutta moni luultavasti näkee sen jo niin keskeisenä 
osana opiskelua, ettei tunnista enää sen eri puolia. 
N1: "Ei toimi minulle hyvin, korkeintaan voin kysyä neuvoa joltain jostain tietystä koh-
dasta jos en itse tajua" 
Tämän rinnalle nousi hyvin perinteisiä käsityksiä suullisen kielentämisen heikkouksista, 
kuten sen hitaus, vaikeus, nopea unohtaminen tai turhauttava vaikutus helpoissa teh-
tävissä. Tuoreita näkökulmia olivat puhumisen muita häiritsevä vaikutus ja ettei siihen 
aina ole mahdollisuutta. 
 N7: "Ei auttanut, koska kaikki sanottu unohtui nopeasti"  
Suullisen kielentämisen heikkouksista ei tämän tutkimuksen perusteella voi vetää joh-
topäätöksiä, koska niin moni vastaaja ainoastaan totesi, ettei se hyödytä kovin paljoa 
ja muiden vastausten hajonta oli todella suurta. 
Kielentämisen hyödyistä ja heikkouksista saadun palautelomakkeen lopussa annoin 
vielä opiskelijoille mahdollisuuden antaa palautetta yleisesti kielentämisestä ja tutki-
mukseni toteutuksesta. Pyysin tätä, koska halusin saada palautetta tutkimuksen kuor-
mittavuudesta opiskelijoille ja muita mielipiteitä kielentämisestä. Tähän kohtaan vasta-
si lomakkeen palauttajista puolet, siis 12 henkilöä. Kommenteista muodostui 3 luokkaa, 
jotka on esitetty taulukossa 28. 
Taulukko 28: Muita ajatuksia kielentämisestä tai tutkimuksesta. 
Vastausluokka Frekvenssi  % 
Hyödyllistä  7 58,3 
Kiva kokeilu, hauska tutkimusaihe 6 50 
Yksittäisinä tehtävinä työläs 4 33,3 
Ne, jotka vastasivat tähän osaan, eivät tuoneet esille negatiivisia puolia kielentämises-
tä tai tutkimuksesta. Palaute oli positiivista, tosin kolmasosa siitä koski kielentämisen 
olevan työlästä. Tätä perusteltiin sillä, ettei kielentämiseen työtapana ole vielä totuttu 
tai sitä ei ole käytetty tarpeeksi. 
N12: "Kielentäminen auttaa perustehtävien ratkaisuissa, mutta vain pitkittää helppo-
jen perustehtävien ratkaisemisessa. Tutkimus on hyvin tehty" 
Puolet vastaajista toi esille kielentämisen olevan kokeiluna kiva ja muutaman mielestä 
sitä voisi hyödyntää matematiikan opiskelussa enemmänkin. Jopa 58,3 % vastaajista 
koki kielentämisen olleen jollakin tasolla itselle hyödyllistä. 
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 N5: "Hyvä idea, mitä voisi olla enemmänkin matematiikan opiskelussa" 
Opiskelijat antoivat mielestäni paljon palautetta kielentämisen hyödyistä ja haitoista. 
Mielipiteitä tuli kattavasti ja palaute on arvokasta myöhempää käyttöä ja kehittämistä 
varten. Olen hyvin tyytyväinen saamiini näkökulmiin ja pyrin huomioimaan nämä tule-
vaisuutta silmälläpitäen.  
Tuloksista nousi esiin kielentämisen monipuolisuus ja sen aiheuttama mielipiteiden 
eroavuus. Osa tutkimukseen osallistujista koki kielentämisen todella hyödylliseksi ja 
käyttökelpoiseksi työvälineeksi, osa taas piti parempana olla kiinnittämättä siihen 
huomiota ja jatkavan mieluummin niin sanottua tavallista oppimisprosessia. Osa taas 
ei ollut vielä muodostanut kantaansa tai näki siinä sekä hyötyjä ja haittoja niin kuin 
varmasti kaikissa työtavoissa onkin. 
10?Luotettavuus?
Laadullisen tutkimuksen piirissä on vaihtelevia käsityksiä siitä, miten tutkimuksen luo-
tettavuutta tulisi arvioida. Tähän on syynä se, että laadullista tutkimusta ei tyypillisesti 
pidetä yhtenä tutkimusperinteenä. Erään tavan mukaan luotettavuuden kriteereitä 
ovat uskottavuus (credibility), siirrettävyys (transferability), varmuus (dependability) ja 
vahvistettavuus (confirmability). (Tuomi et al, 2009.) 
Tutkimus on uskottava, jos se on neutraali ja pysyvä. Tähän sisältyy tutkimukseen osal-
listuneiden riittävä kuvaus ja arvio kerätyn aineiston totuudenmukaisuudesta, sekä 
vastaavuus tutkijan tulkinnan ja tutkittavien tarkoittaman asian välillä. (Tuomi et al, 
2009.) Tutkimukseni uskottavuutta olen pyrkinyt parantamaan kuvaamalla tarkasti 
vaihe vaiheelta tutkimuksen toteutuksen ja tuloksista tehdyt päätelmät. Olen muun 
muassa antanut esimerkkejä luokitteluni ja päätelmieni tueksi aineistosta ja avannut 
kriteerit tekemilleni johtopäätöksille. 
Olin tunneilla itse vastaamassa opiskelijoiden kysymyksiin, jonka avulla varmistin, että 
tutkimukseen osallistujat saavat vastauksia kaipaamiinsa kohtiin. Opiskelijat tekivät 
kielentämistehtävät kotona, mutta olin käynyt heidän kanssaan tunneilla läpi samaa 
aihekokonaisuutta ja harjoitellut kielentämistä. Korostin heille, että tarkoituksena teh-
tävien teossa on nähdä heidän tapansa kielentää, eikä ole olemassa tiettyä oikeaa ta-
paa sitä tehdä. Tutkimukseen osallistuminen oli opiskelijoille joka vaiheessa vapaaeh-
toista.  
Kotona tehdyistä tehtävistä kaksi ensimmäistä olin tehnyt itse, mutta niissä pyrin kir-
joittamaan tehtävänannon niin selkeästi, ettei väärinkäsityksiä syntyisi. Kaksi viimeistä 
tehtävää olivat kirjan tehtävistä muokattuja, mutta käytännössä opiskelijoiden totuttu-
jen tehtävien kaltaisia. Käyttämääni kysymyslomaketta ja avoimia kysymyksiä olin 
muokannut aiemmissa tutkimuksissa olleista vastaavista kyselyistä (Joutsenlahti 2010, 
Väyrynen 2012). 
68 
 
Siirrettävyys taas kuvaa tulosten käyttöä muissa konteksteissa, siis sitä voiko saatuja 
tuloksia ja tietoja hyödyntää varsinaisen tutkimuksen ulkopuolella vastaavassa kon-
tekstissa (Tuomi et al, 2009). Tuloksista kyselylomaketta ja kielentämismallien selvitys-
tä voidaan pitää siirrettävinä, koska niitä on käytetty muissakin tutkimuksissa. 
Tutkimuksen tulokset eivät kuitenkaan ole aineiston koon vuoksi yleistettävissä, eikä se 
ole tutkimukseni tarkoituskaan. Tarkoituksena on pikemminkin ollut löytää tapa käyt-
tää kielentämistä derivaatan opetuksen tukena, selvittää opiskelijoiden tapaa hyödyn-
tää kielentämistä ja heidän kokemuksiaan siitä. 
Tutkimuksen varmuutta lisää tieto, että se on toteutettu tieteellisen tutkimuksen to-
teuttamista ohjaavin periaattein. Vahvistettavuutta taas lisää, jos tutkimustulokset 
saavat vahvistusta muista tutkimuksista tai tehtyjen ratkaisujen avaaminen lukijalle. 
(Tuomi et al, 2009.) Tutkimukseni varmuutta lisää tulosten monipuolinen tarkastelu ja 
yleisesti hyväksytyt sekä käytetyt tutkimusmenetelmät. Saamani tulokset ovat monelta 
osin linjassa muiden vastaavien tutkimuksien kanssa, joka taas tukee tutkimuksen vah-
vistettavuutta. 
Tutkimuksen luotettavuutta pienentää otoksen pieni koko, sukupuolijakauma ja opis-
kelijoiden keskimääräistä korkeampi arvosanajakauma matematiikassa. Tutkimukseni 
eri osiin osallistui 11–24 opiskelijaa, joista tyttöjä oli suurin osa. Tutkimus toteutettiin 
yliopiston harjoittelukoulussa, jonne on korkea sisäänpääsykeskiarvo ja oletuksena siis 
opiskelijoiden korkea osaaminen. 
En ole aiemmin opettanut derivaatta-kurssia, eikä minulla ollut ennen tätä tutkimusta 
selkeää käsitystä sen yleisistä vaikeista kohdista. Niinpä valitsemani aihealueet tutki-
mukseeni ja kielentämisharjoitteiden luominen tapahtui kirjallisuuden ja saamieni vas-
tauksien perusteella. Tämä on myös ensimmäinen varsinainen tutkimukseni, joten en 
osannut varautua etukäteen kohtaamiini haasteisiin.  
Tutkimuksen luotettavuutta voisi parantaa esimerkiksi suurentamalla aineistoa tai 
käyttämällä kvalitatiivisten tulosten tarkastelussa rinnakkaisluokittelijaa. Nyt olen teh-
nyt kaikki luokittelut ja päätelmät itsenäisesti saamani aineiston perusteella, enkä ole 
konsultoinut niitä kenelläkään muulla. Rinnakkaisluokittelija tarkoittaa jotakuta ulko-
puolista henkilöä, joka tekee aineiston luokittelun annettujen ohjeiden mukaisesti. 
Saamieni tulosten perusteella voisi vielä lähteä kehittämään valmistamaani kielentä-
mismateriaalia. 
Tutkimuksen kvantitatiivisessa osassa olen käyttänyt SPSS-ohjelmaa, joka tekee objek-
tiivisesti näytteen tarkastelun. Ohjelma tutkii näytettä suhteutettuna sen kokoon ja siis 
vaatii pieneltä aineistolta riittävästi yhteyksiä korkeisiin korrelaatiokertoimiin. Ohjel-
man avulla saaduista tuloksista tehdyt päätelmät ja alkuperäiset luokittelut ovat tutki-
jasta riippuvaisia, mutta varsinainen yhteyksien etsiminen on objektiivista. 
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11?Pohdintaa?
Tutkimukseni tarkoituksena oli selvittää miten kielentämisen avulla voisi tukea derivaa-
tan oppimista. Tätä käsittelin kolmesta eri näkökulmasta. Aluksi loin teoriapohjan avul-
la kielentämistä hyödyntävää opetusmateriaalia oppitunneilla käytettäväksi neljästä eri 
osa-alueesta. Valitsemani aihealueet olivat raja-arvo, derivaatan määritelmä, derivaa-
tan sovellukset ja rationaaliyhtälöiden derivaatan sovellukset. Materiaalia testasin op-
pitunneilla. 
Seuraavassa vaiheessa tarkoitukseni oli selvittää minkälaista kieltä opiskelijat käyttävät 
derivaatan tehtäviä pohtiessaan. Opiskelijat tekivät valitsemistani aiheista tehtäviä, 
joiden perusteella analysoin heidän käyttämäänsä kieltä. Kielen lisäksi halusin selvittää 
vastausten matemaattista sisältöä ja opiskelijoiden käsitystä siitä, jotta saisin tietoa 
heidän todellisista aihealueiden taidoista ja kielen käyttämisestä suhteessa niihin. Vii-
meinen osa tutkimustani käsitteli opiskelijoiden mielipiteitä kielentämisen käyttämi-
sestä, jota selvitin kysymyslomakkeen ja avoimien kysymysten avulla. 
Tutkimukseni perusteella kielentämistä voi hyödyntää usealla eri tavalla derivaatan 
opetuksessa. Kielentämisen avulla saadaan yhdistettyä derivaatan kuvallinen ja käsit-
teellinen hahmottaminen. Kielentämisellä voidaan sitoa yhteen derivointitehtävien 
taustalla oleva matemaattinen ajattelu ja derivointikaavat. Silloin opiskelija joutuu 
miettimään tehtävän taustalla olevia perusteluja ja kieltä, jonka avulla kuvaa havain-
tonsa. 
Kielentäminen pakottaa opiskelijaa miettimään perusteluja päättelyilleen ja jäsentä-
mään ajatuksiaan. Sen avulla hän oppii käyttämään matematiikan kielen eri tyyppejä ja 
liikkumaan sujuvasti ajattelun eri tasoilla. Kielentämisen avulla on helpompi havaita 
haastavat kohdat ratkaisussa ja nähdä onko ratkaisija todella ymmärtänyt tehtävän. 
Opiskelijan käyttämän kielentämisen laajuus ei mielestäni välttämättä kerro matema-
tiikan osaamisesta ja kiinnostuksesta. Etenkin käytetty kielentämismalli ja kuvaa pi-
kemmin vastaajan tyyliä. 
Kielentämisessä voi lähteä omista vahvuuksista ja tarpeista, eikä ole oikeaa tapaa hyö-
dyntää sitä. Saamastani aineistosta huomasin, että opiskelijoilla oli oma tyyli kielentää 
ja vastauksissa tuli selkeästi esille monia erilaisia tapoja käyttää kieltä. Havaitsin, että 
tapa kielentää on hyvin yksilöllinen ja kuvaa paljolti opiskelijoiden tottumuksia ja käsi-
tyksiä matematiikasta.  
Opiskelijoiden käyttämä kieli ja perustelut olivat voimakkaasti kontekstisidonnaista. 
Tämä tarkoitti sitä, etteivät opiskelijat käyttäneet systemaattisesti kieltä tehtävätyypin 
vaihtuessa. Mielestäni tämä oli mielenkiintoinen havainto, enkä vastauksien perusteel-
la pysty sanomaan mistä tämä johtuu. Luulen, että eräs syy siihen on tietyn vastaus-
strategian oppiminen. Tehtävässä, jossa ratkaisustrategia oli vastaava kuin tunneilla 
tehty, oli paljon pienempi variaatio vastauksien rakenteissa kun taas tehtävässä, jossa 
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ei ollut tyypillinen rakenne. Tämäkin viittaa mielestäni opiskelijoiden kaava orientoi-
tumiseen. 
Tekemiini tehtäviin saamani vastaukset olivat kattavia ja suhteutin luokitteluni aineis-
ton mukaiseksi. Tuloksien perusteella uskon, että tehtävät mittasivat monella eri tasol-
la kielen käyttöä ja olivat melko monipuolisia. Varsinaiseksi haasteeksi muodostuikin 
tutkimukseen osallistujien saaminen. Jokainen opiskelija sai valita, haluaako olla mu-
kana tutkimuksen eri vaiheissa, mutta kaikki osallistuivat tunneilla tehtyihin kielentä-
misharjoituksiin.  
Osa opiskelijoista oli sitä mieltä, että kielentäminen soveltuu parhaiten haastavampien 
tehtävien ratkaisustrategiaksi. Tästä syystä jäin pohtimaan tehtävieni haastavuutta 
suhteessa kohderyhmän taitoihin ja mahdollisimman kattavan kielentämisen esiin 
saamiseksi. Palautteen osalta tehtävät eivät opiskelijoiden mielestä olleet liian helppo-
ja. Tutkimukseeni osallistuneet opiskelijat olivat yliopiston harjoittelukoululaisia, joten 
heidän lähtökohtainen koulumenestyksensä oli korkea. Mietin siis myös, että vastauk-
set saattavat olla melko samantasoisia ja muuten homogeenisia. Näin ei onneksi kui-
tenkaan ollut. 
Pyytäessäni palautetta kielentämisen hyödyistä ja haitoista, totesi eräs opiskelija, että 
matematiikassa laskeminen on keskeisintä. Mielestäni tämä oli lukiolaisen suusta tie-
tyllä tavalla hyvin odotettu vastaus, mutta tavallaan myös harmillista. Koulussa mate-
matiikka painottuu hyvin voimakkaasti pelkkään laskemiseen ja tietyn, oikean tuloksen 
löytämiseen.  
Mielestäni on tärkeää tuoda matematiikan tunneille käsitystä siitä, ettei matematiikka 
tarkoita pelkkää laskemista, vaikka toki se on hyvin keskeinen osa. Yliopistomatematii-
kasta vain osa perustuu laskemiseen ja keskeiseksi opiskelukohteeksi muodostuu ma-
temaattisen ajattelun, loogisen päättelyn ja todistustekniikan opettelu. Itselleni on 
tärkeää matematiikassa ajatteluprosessin kehittyminen ja läpinäkyväksi saaminen. 
Omat ratkaisut on pystyttävä perustelemaan. 
Olen pyrkinyt vastaamaan tähän matematiikan monipuoliseksi ymmärtämiseen muun 
muassa kielentämistehtävieni avulla. Kaikissa niistä varsinainen matemaattinen laske-
minen on suhteellisen helppoa ja vähäistä. Keskeiseksi nousee vaatimus ymmärtää 
mitä ollaan tekemässä ja miksi. Lukion opetussuunnitelma (LOPS 2003) painottuu sel-
keästi laskemisen puolelle, vaikka muitakin matematiikan osa-alueita voitaisiin mieles-
täni ottaa keskeisemmäksi osaksi opetusta. Tosin lähivuosien aikana on tulossa uusi 
opetussuunnitelma, jossa matematiikan kurssien sisältöihin voi tulla muutoksia.  
Mielestäni on kuitenkin hyvä, että esille nousi käsitys laskemisen korostuneesta ase-
masta. Tämä on tärkeä tiedostaa opetusta suunnitellessa ja kiinnitettävä siihen huo-
miota. Kokemukseni mukaan monet opettajat hyödyntävät kielentämistä opetukses-
saan ainakin joillain alueilla. Mitä pidemmälle opinnoissa edetään, sitä odotetumpaa 
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kielentämisen monipuolinen käyttö ja hallinta ovat, esimerkiksi ylioppilaskirjoituksissa. 
Uutena tutkimukseni myötä opiskelijoille tulikin varmaan kielentämisen näkyväksi te-
keminen ja siihen huomion kiinnittäminen. 
Kielennetyt vastaukset helpottavat arviointia, koska niiden avulla näkee helposti, onko 
vastaaja todella ymmärtänyt käsiteltävän asian. Kielentäminen voi tuntua opiskelijoista 
työläältä tavalta tehdä matematiikan tehtäviä, mutta se pakottaa todella ajattelemaan 
käsiteltäviä asioita, joka korvaa siihen nähdyn vaivan. Opettajan kannalta taas helpot-
tavaa on, ettei tarvitse jäädä arvailemaan joka kohtaan, että mitähän opiskelija on täl-
läkin tarkoittanut. 
Sain tutkimustuloksista paljon ajateltavaa tulevaisuutta silmällä pitäen. Koen, että it-
selleni tärkeää oli saada muodostettua toimiva kokonaisuus derivaatan kielentämisestä 
ja nähdä sen oikeasti toimivan. Materiaalia luodessani sain paljon uutta sekä kielentä-
misestä, että lukion derivaatan käsitteistä. Materiaalini avulla jouduin ja myös koen 
oppineeni ajattelemaan derivaattaa uudella tavalla ja etenkin sen yhdistämistä peda-
gogiseen sisältötietoon.  
Myös minulle kielentäminen oli opetusmetodina tuntematon ennen tämän tutkimuk-
sen aloittamista, joten siihen tutustuminen oli sangen antoisaa. Tutkimuksen myötä 
kielentäminen jäsentyi selkeämmin yhteydeksi matemaattisen ajattelun ja ilmaisun, 
kuten kaavojen, välille. Opin myös tutkimuksenteon perusteita, tutkimusmenetelmien 
ja erilaisten apuvälineiden hyödyntämistä. Esimerkiksi SPSS -ohjelman käyttö, lomak-
keiden teko ja tulosten analyysimenetelmät olivat minulle uusia kokemuksia. Olenkin 
miettinyt, että minua kiinnostaisi vielä jatkaa tutkimustyötä kielentämisen parissa yh-
distettynä matematiikan opetuksen kehittämiseen. Eräs mielenkiintoinen jatkotutki-
muskohde voisi olla eleiden, kuten liikkeiden ja ilmeiden, sekä äänenpainotuksen yh-
distäminen suulliseen kielentämiseen. 
Tutkimusta voisi vielä laajentaa esimerkiksi haastatteluiden avulla tai tallentamalla 
luokkatilanteet ja analysoimalla niistä suullista kielentämistä. Haastatteluissa voisi pyy-
tää tarkemmin kertomaan tehtävien ratkaisut ja perustelut valituille ratkaisustrategi-
oille tai pyytää siinä tilanteessa pohtimaan jotakin matemaattista ongelmaa. Luokkati-
lanteiden tallennuksista voisi analysoida suullista kielentämistä, jolloin kielentämisen 
analyysi ei jäisi ainoastaan kirjallisen kielentämisen varaan. Samalla voisi kiinnittää 
huomiota kirjallisen ja suullisen kielentämisen yhteyksiin ja eroihin. Mielenkiintoista 
voisi olla myös teettää vastaavat tehtävät yliopisto-opiskelijoilla ja vertailla saatuja 
tuloksia lukiolaisten vastauksiin. 
Tutkimusta voisi kehittää lähtien tuntityöskentelyn vetämisestä. Ensimmäisen kokeilun 
jälkeen olisin varmasti ollut valmiimpi vetämään kielentämisharjoituksia ja tietäisin 
paremmin mihin tulee kiinnittää huomiota. Nyt haasteita muodostui etenkin aikataulu-
tuksen kanssa. Kielentämisharjoituksien teossa tunneilla kului aikaa paljon kauemmin 
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kuin olin odottanut etukäteen. Tämän takia emme ehtineet käydä joka kerralla kaikkia 
ajattelemiani harjoituksia läpi. Aikataulutukseen haasteita aiheutti myös tunnin pe-
ruuntuminen, joka varmasti oli suurena syynä siihen, ettei viimeiseen tehtävään tullut 
yhtään palautettua vastausta. 
Tekemääni materiaalia voisi lisäksi jatko kehittää saamieni palautteiden ja tehtävissä 
ilmenneiden haasteiden avulla. Kielentämisen voisi ulottaa useampiin aihealueisiin tai 
sitten huomioida myös teoriaosuuksissa. Nyt tehtävät painottuivat teoriatietouden 
sovelluksiin tietyillä alueilla, mutta suullista kielentämistä voisi mielestäni hyödyntää 
myös varsinaisen uuden tiedon opettamisessa.  
Materiaalin eräs kehittämiskohde voisi myös olla käytettyjen työtapojen monipuolis-
taminen. Koska tilanne oli minulle sekä tutkijana, opettajana ja aiheeltaan uusi, en ha-
lunnut enää monimutkaistaa sitä erilaisilla opetusvälineillä. Myöhempää kehittelyä 
voisi tehdä siis esimerkiksi ottamalla mukaan opetuspelejä tai matemaattisia ohjelmis-
toja, kuten GeoGebraa. GeoGebran avulla saisi kuvallisesti helpommin ja tehokkaam-
min havainnollistettua käytäviä asioita. Pelien avulla taas voisi saada erityyppisiä oppi-
joita innokkaammin mukaan tilanteeseen ja vaihtelevia kielentämiskohteita ja -tapoja. 
Lisäksi kehitystä voisi jatkaa avoimien kysymysten sekä kysymyslomakkeen suhteen. 
Kysymykset olisi voinut kohdentaa tarkemmin kielentämisen käyttämiseen opetukses-
sa. Olisin voinut kysyä suoraan, mitä mieltä vastaaja on kielentämisen käyttämisestä 
opetuksessa ja opiskelussa. Lisäksi olisin voinut vielä hioa käyttämääni kysymysloma-
ketta kohdistamalla sitä selkeämmin käsityksiin kielentämisen käytöstä opetuksessa.  
Kokonaisuutena olen tyytyväinen tutkimusprosessini etenemiseen. Tulen varmasti 
käyttämään tulevaisuudessa kielentämistä apuna sekä opettajana, että oppijana. Deri-
vaattaan liittyen on tehty aiemmin paljon tutkimusta, mutta sitä ei ole aiemmin yhdis-
tetty kielentämisen kontekstiin. 
Kielentämisestä aiheena voi tehdä paljon soveltavaa tutkimusta, jonka avulla saataisi 
lisää tietoa matematiikan opetuksen erilaisten työtapojen toimivuudesta ja kehitykses-
tä. Tämän tutkimuksen myötä on jo saatu lisää tietoa käytetyn kielen yhteyksistä, vas-
taajien kokemuksista kielentämisestä ja eräästä vaihtoehdosta hyödyntää kielentämis-
tä derivaatan opetuksessa. 
Mielestäni kielentäminen on hyvä työtapa matematiikan opetukseen ja opiskeluun 
monilla eri aihealueilla. Se on kuitenkin vain yksi tapa monien joukossa, joka jakaa mie-
lipiteitä ja vaatii tottumista. Kannattaa löytää itselle sopiva metodi ja muistaa tilanteen 
tavoitteellisuus. Mielestäni ei kannata käyttää jotakin opetusmenetelmää vain sitä 
käyttääkseen. Kielentäminen on monipuolinen työtapa, jota aion käyttää myöhemmin-
kin ja jonka käyttöön olen päässyt perehtymään tarkemmin tämän tutkimukseni avulla. 
73 
 
Lähteet 
Alatupa, S., Hassinen, S., Hemmo, K. & Leikas, M. (2011). Sigma 7: Derivaatta. Helsinki: Tammi. 
Alén, M. (2012). Multisemioottinen näkökulma matematiikan sanallistentehtävien opetuksessa 
 peruskoulun 2. luokalla. Hämeenlinna. 
Arikoski, J. (1999). Vuorovaikutus opetustyössä. Teoksessa P. Räsänen et al. Opettajuuden 
 psykologia. Jyväskylä: Julkishallinnon koulutuskeskus, 171-220. 
Berlin, S. (2008). Innostava, lannistava, helpottava palaute – Alaisten kokemuksia ja näke-
 myksiä esimiehen ja alaisen välisestä palautevuorovaikutuksesta. Vaasa. Väitöskirja. 
Bishop, A. J. (1989). Review of research on visualization in mathematics. Focus on Learning 
 Problems in Mathematics 11 (12), 716. 
Bubb, D.M. (1994). Maths in context. Darwin AU: Northern Territory Department of Education. 
Chin, C. (2006). Classroom Interaction in Science: Teacher questioning and feedback to stu-
 dents’ responses. International Journal of Science Education 28(11), 1315-1346.  
Chapin S., O’Connor C. & Anderson N. (2009). Classroom discussions. Using math talk to help 
 students learn. Sausalito (California): Math Solutions. 
Chronaki, A. & Christiansen I. (2005). Challenging perspectives on mathematics classroom 
 communication: from representations to context, interactions, and politics. Teoksessa 
 A. Chronaki, I. Christiansen (toim.) Challenging perspectives on mathematics classroom 
 communication. Greenwich, Connecticut: IAP Information Age, 3–48. 
Elia, I. & Philippou, G. (2004). The Functions of Pictures in Problem Solving. Proceedings of the 
 28th Confrence of the International Group for the Psychology of Mathematics Educa-
 tion. Vol. 2. s. 327-334. 
Finnsight (2006). Finnsight 2015. Oppiminen ja oppimalla uudistuva yhteiskunta. Helsinki: Li-
 bris Oy, 26-62. (Paneelien raportteja) 
Hakkarainen, K., Lonka K. & Lipponen L. (2004). Tutkiva oppiminen. Järki, tunteet ja kulttuuri 
 oppimisen sytyttäjänä. Helsinki: WSOY. 
Halliday, M. A. K. (1974). Language and a social man. Schools Council Programme in Linguistics 
 and English Teaching. Paper series 2. Volume 3. London: Longman. 
Hannonen, K. (2011). Oppijaksi oppimassa: Oppimisen haasteet ja opettamisen muutos.
 <http://karihanse.wordpress.com/2011/09/22/oppimisen-haasteet-ja-opettamisen-
 muutos/> (Luettu 30.9.2012)  
Hautajärvi, T., Ottelin, J. & Wallin-Jaakkola, L. (2006). Laudatur 7: Derivaatta. Keuruu: Otava. 
Hähkiöniemi, M. (2006). The role of representations in learning the derivative. Jyväskylä. Väi-
 töskirja. 
 
74 
 
Joutsenlahti, J. (2003a). Kielentäminen matematiikan opiskelussa. Teoksessa Virta, A. &  Mart-
 tila, O.  (toim.) (toim.) Opettaja, asiantuntijuus ja yhteiskunta (Ainedidaktinen sym-
 posium  7.2.2003). Turku: Turun opettajankoulutuslaitos, 188–196. (Turun yliopiston 
 kasvatustieteiden tiedekunnan julkaisuja B:72). 
 
Joutsenlahti, J. (2003 b). Matemaattinen ajattelu ja kieli, eräs mielenkiintoinen ulottuvuus uu-
 dessa opetussuunnitelmassa.  Teoksessa (toim.) Projekteja ja prosesseja – opetuksen 
 käytäntöjä matematiikassa ja viestinnässä: Hämeenlinnan normaalikoulu, 3-12.  (Hä-
 meenlinnan normaalikoulun julkaisuja 8) 
Joutsenlahti, J. (2005). Lukiolaisen tehtäväorientoituneen matemaattisen ajattelun piirteitä. 
 Tampere. (Acta Universitatis Tamperensis, 10-61). Väitöskirja. 
Joutsenlahti, J. (2009a). Matematiikan kielentäminen kirjallisessa työssä. Teoksessa Raimo 
 Kaasila (toim.) Matematiikan ja luonnontieteiden opetuksen tutkimuspäivät Rova-
 niemellä 7.-8.11.2008. Rovaniemi: Lapin yliopisto, 71–86. (Lapin yliopiston kasvatustie-
 teellisiä raportteja 9). 
Joutsenlahti, J. (2009b). Sanalliset tehtävät ja niiden ratkaisut.
 <http://www.joutsenlahti.net/MAOLJoJo09.pdf> (Luettu 24.10.2012) 
Joutsenlahti, J. (2010a). Matematiikan kirjallinen kielentäminen lukiomatematiikassa. Teokses-
 sa Asikainen, M., Hirvonen P. & Sormunen, K. (toim.) Ajankohtaista matemaattisten 
 aineiden opetuksen ja oppimisen tutkimuksessa (Matematiikan ja luonnontieteiden 
 opetuksen tutkimuspäivät Joensuussa 22.–23.10.2009). Joensuu: Itä-Suomen yliopisto, 
 3-15. 
Joutsenlahti, J. ja Kulju, P. (2010b). Kieliteoreettinen lähestymistapa koulumatematiikan  sanal-
 lisiin tehtäviin ja niiden kielennettyihin ratkaisuihin. Teoksessa Ropo, E., Silfverberg, H. 
 ja Soini, T. (toim.). Toisensa kohtaavat ainedidaktiikat. Tampere: Tampereen yliopiston 
 opettajankoulutuslaitoksen julkaisusarja A31, 77–90. 
Joutsenlahti, J. & Kulju, P. (2010c). Mitä annettavaa äidinkielellä ja matematiikalla oppiaineina 
 voisi olla toisilleen? Teoksessa Ropo, E., Silfverberg, H. ja Soini, T. (toim.). Toisensa 
 kohtaavat ainedidaktiikat. Tampere: Tampereen yliopiston opettajankoulutuslaitoksen 
 julkaisusarja A31, 77–90. 
Jäppinen, P., Kupiainen, A. & Räsänen, M. (2006). Lukion Calculus 4: Derivaatta, Juuri- ja loga-
 ritmifunktiot. Keuruu: Otava. 
Kajamies, A., Vauras, M. & Kinnunen, R. (2010). Instructing Low-Achievers in Mathematical 
 World Problem Solving. Scandinavian Journal of Educational Research, 4, 335–355. 
Kangasaho, J., Mäkinen, J., Oikkonen, J. Paasonen, J., Salmela, M. & Tahvanainen, J. (2006). 
 Pitkä matematiikka 7: Derivaatta. Helsinki: WSOY. 
Keltikangas-Järvinen, L. (2010). Temperamentti ja koulumenestys. Helsinki: WSOY. 
75 
 
Kilpatrick, J., Swafford, J. & Findell, B. (toim.) (2001). Adding it up. Washington D.C.: National 
 Academy Press. 
Kinnear, P. R., Gray, C. (2004). SPSS 12 - Made simple. New York: Psychology Press. 
Kontkanen, P., Härkönen, R., Lehtonen, J., Luosto, K., Nurmi, J., Nurmiainen, R., Ronkainen, A., 
 Savolainen, S., Ernvall-Hytönen, A.-M., Pokela, T., Hemo, K. Lappi, E. & Salonen, C. 
 (2006). Pyramidi 7: Derivaatta. Vammala: Tammi. 
Koppinen M.-L., Lyytinen, P. & Rasku-Puttonen, H. (1989). Lapsen kieli ja vuorovaikutustaidot. 
 Helsinki: Kirjayhtymä. 
Kortetmäki, M. (2010). Lisäarvoa matematiikan opetukseen verkosta. Turun ammattikor-
 keakoulun raportteja 94. 
Kramer, A. (2012). Matematiikan suullinen kielentäminen erityisopetuksessa. Hämeenlinna. 
Kuula, A. (2006). Toimintatutkimus. Luku 5.4. kokonaisuudesta A. Saaranen-Kauppinen & A. 
 Puusniekka. 2006. KvaliMOTV - Menetelmäopetuksen tietovaranto. Tampere: Yhteis-
 kuntatieteellinen tietoarkisto. 
 <http://www.fsd.uta.fi/menetelmaopetus/kvali/L5_4.html> (Luettu 28.3.2013) 
Lavonen, J., Meisalo, V. et al. Oppilaiden ennakkokäsitykset.     
 < http://www.edu.helsinki.fi/malu/kirjasto/ennakko/> (Luettu 28.12.2012) 
Lee, C. (2006). Language for learning mathematics. Assessment for learning mathematics. 
 Maidenhead: Open University Press. 
Lepola, E.,  Muhli,  A & Kanniainen, A. (2003). SPSS 11.5 for Windows -Perusteet. Oulu: Oulun 
 yliopisto. 
Lindgren, S. (2004). Voidaanko matematiikka-asenteita muuttaa? Teoksessa P. Räsänen, et al. 
 (Toim.). Matematiikka – näkökulmia opettamiseen ja oppimiseen. Jyväskylä: Niilo 
 Mäki instituutti, 381–396. 
LOPS (2003). Lukio-opetuksen opetussuunnitelman perusteet 2003. Helsinki: Opetushallitus. 
Mansikka-aho, J., Sirén, S. (2012). ”Päinvastasesti ku supistaminen”. Matematiikan suullinen 
 kielentäminen peruskoulun alaluokilla. Hämeenlinna. 
McCluskey, C., Mitchelmore, M. & Mulligan. J. (2013). Does an Ability to Pattern Indicate that 
 our Thinking is Mathematical? Teoksessa V. Steinle, L. Ball & C. Bardini (toim.) Mathe-
 matics education: Yesterday, today and tomorrow. Melbourne: VIC: MERGA. 
Meaney, T. (2005). Mathematics as text. Teoksessa A. Chronaki & I. Christiansen (toim.)  Chal-
 lenging  perspectives on mathematics classroom communication. Greenwich, Connect-
 icut: IAP-Information Age, 109–141. 
Metsämuuronen, J. (2007). Tutkimuksen tekemisen perusteet ihmistieteissä 2. Vaajakoski: 
 Gummerus Kirjapaino Oy. 
76 
 
Morgan, C. (2001). The place of pupil writing in learning, teaching and assessing mathematics. 
 Teoksessa P. Gates (toim.) Issues in mathematics teaching. London: Routledge Falmer, 
 232–244. 
Morgan, C., Watson, A., Tikly, C. (2004). Teaching School Subjects 11-19: Mathematics. London: 
 RoutledgeFalmer. 
Mullis, I.V.S., Martin, M.O., Foy, P., Arora, A. (2012). Chestnut Hill, MA: TIMSS & PIRLS Interna-
 tional Study Center, Boston College. 
Mäckling, J., Nikula, M. (2010). Matemaattisen ajattelun kirjallinen kielentäminen matemaatti-
 sen ongelman ratkaisuvälineenä. Hämeenlinna. 
Näveri, L. (2009). Aritmetiikasta algebraan – Muutoksia osaamisessa peruskoulun päättöluokal-
 la 20 vuoden aikana. Helsinki. Väitöskirja. 
Oravecs, M. ja Kivovics, A. (2003). Kurssi: Opas matematiikan alkuopetukseen Varga-menetel-
 mällä (kolmas luokka).      
 <http://solmu.math.helsinki.fi/2003/unkari/3lk/sanalliset.html> (Luettu 9.11.2012) 
POPS (2004). Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2004. Helsinki: Opetushallitus. 
Saaranen-Kauppinen, A., Puusniekka, A. (2006). KvaliMOTV - Menetelmäopetuksen tietovaran-
 to. Tampere: Yhteiskuntatieteellinen tietoarkisto. 
 <http://www.fsd.uta.fi/menetelmaopetus/> (Luettu 28.3.2013) 
Senn-Fennel, C. (2000). Oral and written communication for promoting mathematical under-
 standing. Teoksessa I. Westbury et al (toim.) Teaching as a reflective practice. The 
 German didaktik tradition. New Jersey: Lawrence Erlbaum Associates. 
Seppänen,  R.,  Kervinen,  M.,  Parkkila,  I.,  Karkela,  L.,  &  Meriläinen,  P.  (2006).  Maol  taulukot.  
 Keuruu: Otava. 
Silfverberg, H., Portaankorva-Koivisto, P. & Yrjänäinen, S. (2005). Matematiikka kielenä ja kieli-
 kasvatuksena. Teoksessa L. Jalonen, T. Keranto & K. Kaila (toim.) Matemaattisten ai-
 neiden opettajien taitotieto – haaste vai mahdollisuus? (matematiikan ja luonnontie-
 teiden opetuksen tut- kimuspäivät Oulussa 25–26.11.2004). Oulu: Oulun yliopisto, 
 148–165. 
Smith, D.W. (2009). Phenomenology. Teoksessa E.M. Zalta (toim.) The Stanford Encyclopedia 
 of Philosophy. Orleans. 
Steen,  L.  A.  (1990).  Pattern.  Teoksessa L.A Steen (toim.)  On the shoulder  of  giants:  New ap-
 proaches to numeracy. Washington DC: National Academic Press. 
Sternberg, R. (1996). What is mathematical thinking? Teoksessa R. Sternberg & T. BenZeev 
 (toim.) The Nature of Mathematical Thinking. Mahwah (NJ): Erlbaum, 303–318. 
Sunqvist, J. (2012). Derivaatan oppimiseen syvyyttä tutkivalla oppimisella. Helsinki. 
77 
 
Tall, D. (2009). Dynamic mathematics and the blending of knowledge structures in the calculus. 
 University of Warwick. 
Tall, D. (2010). The Transition to Formal Thinking in Mathematics. University of Warwick. 
Tall, D. (2012). A Sensible Approach to the Calculus. Teoksessa F. Pluvinage & A. Cuevas  (toim.) 
 Handbook on Calculus and its Teaching. 
Tossavainen, T. (2005). Matematiikka ja kieli. Tieteessä tapahtuu, 4, 33-36. 
Tuomi, J. & Sarajärvi, A. (2009). Laadullinen tutkimus ja sisällönanalyysi. Helsinki: Tammi. 
TYT (2011). Sosiaalipsykologian peruskurssi: Sosiaalinen konstruktionismi.
 <http://www.uta.fi/avoinyliopisto/arkisto/sosiaalipsykologia/kulttuuri.html> 
 (Luettu 1.10.2012) 
Uusikylä, K. (2006). Hyvä, Paha opettaja. Jyväskylä: Minerva Kustannus Oy. 
Valtari, M. (2006). SPSS-perusteet, SPSS:n versio 13. Helsinki. 
 <http://www.valt.helsinki.fi/tvt-opetus/spss-opas/SPSS-opas.html > (Luettu 6.5.2013) 
Viholainen, A. (2008). Prospective mathematics teachers' informal and formal reasoning  about 
 the concepts of derivative and differentiability. Jyväskylä. Väitöskirja. 
Väyrynen, M. (2012). Kielentäminen avaruusgeometrian opetuksen työtapana. Uusia lähesty-
 mistapoja matematiikan opiskeluun. Helsinki. 
Yin, (1994). Tapaustutkimus. Luku 5.5. kokonaisuudesta A. Saaranen-Kauppinen & A. Puusniek-
 ka, 2006. KvaliMOTV - Menetelmäopetuksen tietovaranto. Tampere: Yhteiskuntatie-
 teellinen tietoarkisto. <http://www.fsd.uta.fi/menetelmaopetus/>. (Luettu 28.3.2013) 
Yrjönsuuri, R. (2004). Matemaattisen ajattelun opettaminen ja oppiminen. Teoksessa P. Räsä-
 nen et al (toim.). Matematiikka – näkökulmia opettamiseen ja oppimiseen. Jyväskylä: 
 Niilo Mäki Instituutti, 111–122. 
Zoller, U. & Pushkin, D. (2007). Matching Higher Order Cognitive Skills (HOCS)-Promoting 
 Goal with Problem-Based Laboratory Practice in a Freshman Organic Chemistry 
 Course. Chemical Education Research and Practice, 8(2), 153–171. 
  
78 
 
Liitteet?
Liite?1:?Kysymyksiä?derivaatan?opetuksesta?7.?kurssilla?pitkän?mate-
matiikan?opettajille?
 
1. Mitkä asiat ovat kokemuksesi perusteella hankalimpia pitkän matematiikan kurssilla 7 
(Derivaatta) oleville opiskelijoille? 
 
2. Millä keinoin olet vastannut opiskelijoiden kokemiin haasteisiin derivaatan oppimises-
sa? 
 
3. Muita ajatuksia derivaatan opettamisesta tai oppimisesta? 
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?
Liite?2:?Kielentämisharjoituksia?varten?tehty?tuntisuunnitelma?(kts.?Ohjeet?monisteesta)?
Tunnin aihe Tunnilla tehtävä kielentäminen Kotona tehtävä kielentäminen 
Kurssin aloitus Kerrotaan tutkimuksesta ja kielentämisestä. Wilman kautta lähetetään opiskelijoille tiedo-
te tutkimuksesta. 
Raja-arvo Kielentämiskerta 1: 
- Tehtävä 1 Käydään läpi suullisesti. Miettivät aluksi pienissä 
ryhmissä, käydään sitten läpi yhdessä. 
- Tehtävä 2 Esitellään tuntiesimerkki. Annetaan opiskelijoiden 
aluksi itse miettiä tehtävää ja käydään se sitten yhdessä läpi. 
Samalla esitetään kommentti malli. 
Kielentämisharjoitus 1 
 
 
Derivaatan määritelmä Kielentämiskerta 2: 
- T.1 Opiskelijat miettivät aluksi tätä pareittain. Käydään lopuksi 
yhdessä vielä läpi. 
- T.2 Esitellään tuntiesimerkki. Annetaan opiskelijoiden aluksi it-
se miettiä tehtävää ja esitellä se tämän jälkeen parilleen.  
Kielentämisharjoitus 2 
 
Derivaatan sovellukset Kielentämiskerta 3: 
- Esitellään tuntiesimerkki. Annetaan opiskelijoiden aluksi itse 
miettiä tehtävää. Esittävät sitten oman ratkaisunsa parilleen. 
Samalla esitetään kertomus- malli. 
Kielentämisharjoitus 3 
 
 
Rationaaliyhtälöt Kielentämiskerta 4: 
- T.1 Käydään läpi suullisesti. Miettivät aluksi pienissä ryhmissä, 
näytän vastaukset ja ryhmät saivat kysyä jos joku kohta oli 
heillä tehty erilailla 
- T.2 Esitellään tuntiesimerkki. Annetaan opiskelijoiden aluksi it-
se miettiä tehtävää ja käydään se sitten yhdessä läpi. Samalla 
esitetään päiväkirja-malli.  
Kielentämisharjoitus 4 
 
 
Kurssin lopetus Täytetään kyselylomake kielentämisestä Opiskelijoille annettiin kielentämisharjoituk-
sista vastaukset. 
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Liite?3:?Tutkimustiedote?opiskelijoille?ja?heidän?vanhemmilleen?
 
Hyvät opiskelijat ja vanhemmat! 
Opiskelen Helsingin yliopistossa matemaattisten aineiden opettajaksi ja teen pro gradu -
tutkielmaa matemaattisen ajattelun kielentämisestä. Matematiikan kielentäminen auttaa tut-
kitusti jäsentämään ja syventämään ajattelua (Joutsenlahti, J., 2009) ja on hyvää harjoitusta 
esimerkiksi ylioppilaskokeita tai mahdollisia jatko-opintoja varten. 
Tutkimuskohteenani ovat pitkän matematiikan derivaatta -kurssilaiset. Tutkimukseen osallis-
tuminen on vapaaehtoista ja pyydänkin lupaa opiskelijoiden vastausten käyttämiseen tutki-
muksessani. Tutkimukseen kuuluu opiskelijan tekemien kirjallisten tehtävien analysointi sekä 
kyselylomaketutkimus. Opiskelijoiden nimiä tai koulua ei julkaista raportoinnin yhteydessä, 
eikä yksittäisiä vastauksia voida tunnistaa. Olen saanut luvan tutkimuksen tekemiseen rehtoril-
ta ja kurssin opettajalta ja toivoisinkin, että mahdollisimman moni opiskelija voisi osallistua 
tutkimukseen. Tutkimukseen osallistuminen ei lisää opiskelijan työmäärää. 
Mikäli teillä on tutkimukseen liittyen jotakin kysyttävää, voi minuun ottaa yhteyttä sähköpos-
titse. 
 
Ystävällisin terveisin, 
Annina Kari 
annina.kari@helsinki.fi 
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Liite?4:?Tunneilla?tehdyt?kielentämisharjoitukset?
Ohessa on sekä tunneilla käytävät tehtävät, että vastausesimerkit. Muistutetaan opiskelijoita, 
että on myös muita tapoja kielentää, ei ole yhtä ainoaa oikeaa. Kannattaa etsiä itselle se sopiva 
tapa. Edetään opiskelijoiden kielentämisen kautta ja erilaiset kielentämismallit käydään esi-
merkkien avulla läpi.  
 
Kielentämiskerta 1 
1 a) Kerro omin sanoin, miten ymmärrät raja-arvon. Onko raja-arvo aina olemassa? 
   b) Tutkitaan alla olevan funktion kuvaajaa välillä [-6, 9].
 
1. Mikä on funktion raja-arvo kohdissa -3, 1, 4, 5 ja 7 (Pyramidi) 
2. Mikä on funktion arvojoukko, entä määrittelyjoukko? 
2) Määritä funktion ??
?????
????
 raja-arvo kohdassa ? ? ? ?
?
. (Mukautettuna Sigma) 
 
 
1. Käytetään tehtävän perusteluissa hyödyksi yllä olevaa kuvaa. 
a) Raja-arvoa tutkitaan jossakin tietyssä kohdassa ??. Tutkittavan funktion f tulee olla 
määritelty kohdan läheisyydessä kohdan molemmilla puolilla. Funktiolla on kohdassa 
raja-arvo ?, jos muuttujan arvojen lähestyessä lukua ?? kummalta puolelta tahansa, 
lähestyvät funktion arvot lukua ?. 
Siis:   lim???? ?(?) = ?? ? ? lim????? ?(?) = ?? ja lim????? ?(?) = ?.  
Raja-arvo ei ole aina olemassa, esimerkiksi seuraava tehtävä  
b) Käytetään perusteluissa raja-arvon määritelmää. 
1. Raja-arvo lim???? ?(?) = 2, koska? lim?????? ?(?) = 2? ja lim?????? ?(?) = 2  
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Huom! kohdassa ? ? ?3 raja-arvo on 2, mutta funktion arvo kohdalla ? ? ?3 
on ?(?3) = 3 ? 2. 
Raja-arvoa lim??? ?(?) ei ole olemassa, koska lim???? ?(?) = 0?  ja                                                                                                         lim???? ?(?) ? ?? ? 0 
Raja-arvo lim??? ?(?) = 3, koska? lim????? ?(?) = 3? ja lim????? ?(?) = 3 
Raja-arvoa lim??? ?(?) ei ole määritelty, koska lim???? ?(?) ei ole määritelty 
Raja-arvoa lim??? ?(?) ei ole määritelty, koska lim???? ?(?) ei ole määritelty 
2. Arvojoukko ]-2, 5[  ja määrittelyjoukko [-6, 9]. 
 
2. Käytetään Kommentti-mallia: 
??????????????2? + 1 ? 0 
??????????????????????2? ? ?1 
????????????????????????? ? ?
12 
Funktio ?(?) = ???????
????
 ei ole 
määritelty kun nimittäjä on nolla, 
siis kun ? ? ? ?
?
.  
Sievennetään funktion lauseket-
ta, jotta saadaan laskettua raja-
arvo kyseisessä pisteessä. 
???2?? ? ? ? 1 = 0 
??????????????????????????????= ???1) ± ???1)? ? ? ? ? ? ??1)
? ? 2  
???????????????????????????= 1 ± ?94  
????????????????????????? = 1 + 34 = 1??tai??? = 1 ? 34 = ? 12 
Yritetään jakaa osoittaja tekijöi-
hin  
nollakohtien avulla. 
 
????? + ?? + ? = 0???(? ? 0) 
?????????????? = ?? ± ??? ? 4??2?  
??2?? ? ? ? 1 = 2(? ? 1)(? + 12) Nollakohtien avulla osoittaja saa-daan tekijämuotoon. 
??? + ?? + ? = ?(? ? ??)(? ?
??) , missä ????ja????  ovat toisen 
asteen yhtälön nollakohdat. 
lim
???
?
?
2?? ? ? ? 12? + 1 = lim????? 2(? ? 1)(? +
12)2? + 1  
??????????????????????????????????= lim
???
?
?
(? ? 1)(2? + 1)2? + 1  
??????????????????????????????????= lim
???
?
?
? ? 1 = ? 12? 1 = ?32 
Sievennetään lauseketta ja laske-
taan raja-arvo kun ? ? ? ?
?
 . 
Vastaus: funktion  ??
?????
????
  raja-arvo kohdassa ? ? ? ?
?
  on ? ?
?
 . 
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Kielentämiskerta 2 
1) Kirjoita miten sanoisit seuraavat merkinnät ääneen. Mitä ne tarkoittavat? Voit myös piirtää 
tilanteista kuvan. 
a) g(x)=-x3+1 
b) f(6)=3 
c) f’(2)=1 
d) derivaatta. Miten se liittyy raja-arvoon, entä jatkuvuuteen? 
2) Mikä on funktion ?(?) = ?? + 1 derivaatta kohdassa 5? Mitä saamasi tulos tarkoittaa? 
3) Määritä vakio a niin, että raja-arvo ???????
??????????
????
 on olemassa. Laske kyseinen raja-
arvo. (Pyramidi) 
 
 
1. Jokaisesta kohdasta annetaan selityksen lisäksi kuvallinen esimerkki. 
a) Funktion ?  lauseke, joka on muotoa 
??? + 1, muuttujana ?. Siis muuttujan ? ar-
voilla saadaan määriteltyä funktion arvot 
lausekkeen ??? + 1 mukaisesti. 
 
b) Funktio ?  saa muuttujan arvolla 6  arvon 3 
(”? arvolla 6 on 3”). Funktion lauseketta ei 
siis tiedetä, tiedetään ainoastaan yhden pis-
teen koordinaatit (6, 3).  
c) Merkintä ?’(2) = 1 tarkoittaa, että funktion 
? derivaatan arvo kohdassa 2 on 1. Siis funk-
tiolle f muuttujan arvolla 2 piirretyn tangen-
tin kulmakertoimen arvo on 1.  
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d) Derivaatta määritellään raja-arvona. Jos 
funktion f erotusosamäärän raja-arvo on 
olemassa kohdassa a, on funktio f derivoitu-
va kohdassa a. Raja-arvoa kutsutaan funkti-
on f derivaataksi kohdassa a, ja sitä merki-
tään ??(?).  
             Siis ??(?) = lim??? ?(?)??(?)???  
Jos funktio on derivoituva kohdassa ?, on se myös 
jatkuva kohdassa ?. Jatkuva funktio ei välttämättä 
ole derivoituva (esimerkiksi jos kuvaajassa on terävä 
kulma). 
 
 
2. Käytetään Tiekartta-mallia: 
Muodostetaan aluksi funktion ?(?) = ?? + 1 erotusosamäärälle kohdassa 5 lauseke hyödyn-
tämällä derivaatan määritelmää. Määritetään sitten tämän lausekkeen avulla erotusosamäärän 
raja-arvo kohdassa 5. Koska tutkittava lauseke ei ole määritelty kohdassa ? = 5, niin supiste-
taan lauseketta ensin, jotta haluttu raja-arvo saadaan määritettyä. 
?(?) ? ?(5)
? ? 5 = ?? + 1 ? (5? + 1)? ? 5 = ?? + 1 ? 26? ? 5 = ?? ? 25? ? 5  
lim
???
?? ? 25
? ? 5 = lim??? (? + 5)(? ? 5)? ? 5 = lim??? ? + 5 = 5 + 5 = 10 
Vastaus: Funktion ?(?) = ?? + 1 derivaatta kohdassa 5 on 10. 
 
Saatu tulos kuvaa funktiolle ?(?) = ?? + 1 pisteeseen ? = 5 piirretyn tangentin kulmakertoi-
men suuruutta. 
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3. Käytetään kertomus-mallia: 
Rationaalifunktio ?(?) = ??????????
????
  ei ole määritelty kohdassa ? ? ?1. Nimittäjän raja-arvo 
on tällöin nolla, joten osoittajan raja-arvon on myös oltava nolla, jotta osamäärällä voisi olla 
raja-arvo kyseisessä kohdassa. Saadaan siis yhtälö lim
????
(??? ? 2?? + 3?) = 0 
?????????????????? 1 + 2? + 3? = 0 
????????????????????????????????????????5? = 1 
???????????????????????????????????????????? = 15 
Ainoa mahdollinen vakion ? arvo, jolla raja-arvo voi olla olemassa, on siis ? = ?
?
 . Tutkitaan 
seuraavaksi onko raja-arvoa kun ? = ?
?
 . 
Kun ? = ?
?
 , saadaan lim???? ?????????????? = lim???? ??????????????  
Muokataan saatua lauseketta, jotta saadaan selvitettyä mahdollinen raja-arvo. Ratkaistaan 
osoittajan nollakohdat 
                 ??? ? ?
?
? + ?
?
= 0 
??????????????? 5?? ? 2? + 3 = 0 
??????????????????????????????????????????? = 2 ±???2)? ? ? ? ??5) ? 3
? ? ??5) = 2 ± 8?10  
??????????????????????????????????????????? = ???
???
= ??
???
? ?1 tai ? = ???
???
= ??
???
= ?
?
 
Osoittaja saadaan muotoon 
????????????????? ?? ?
25 ? + 35 ? ?(? + 1)(? ? 45) 
Raja-arvoksi siis saadaan 
           lim???? ?????????????? = lim???? ?(???)(????)(???)(???) = lim???? ???????? = ????? ? ? ?? ? ?? ? ? ?? 
Vastaus: Raja-arvo on olemassa kun ? = ?
?
 . Tällöin raja-arvo on ? ?
?
 . 
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Kielentämiskerta 3 
Pahvista valmistetaan kanneton, neliöpohjainen, suorakulmaisen särmiön muotoinen laatikko. 
Laatikon valmistamiseen kuluu pahvia 1200 cm2. Määritä laatikon suurin mahdollinen tilavuus 
litran kymmenesosan tarkkuudella. (Sigma) 
 
 
Käytetään Kertomus-mallia:  
Piirretään aluksi laatikosta kuva. 
 
Merkitään pohjaneliön sivun pituutta kirjai-
mella x (cm) ja laatikon korkeutta kirjaimella y 
(cm).  
 
Tehtävässä on annettu laatikon pinta-ala, joten lausutaan se muuttuvien sivunpituuksien funk-
tiona. Kannettoman laatikon pinta-ala on 
                             ?(?) = ?? + 4?? 
Laatikon tekemiseen kuluu pahvia 1200 cm2, saadaan siis yhtälö muotoon 
                     ?? + 4?? = 1200       | ??? 
              ?????????????????4?? = 1200 ? ??          | :?4 
                         ?????????? = ?
?
(1200 ? ??)  
Laatikon tilavuus on kuvan merkintöjä käyttämällä 
                            ?(?) = ??? = ? ? ?? 
Sijoitetaan tähän??? = ?
?
(1200 ? ??), jolloin tilavuuden funktio saadaan muotoon 
                           ?(?) = ? ? ?? = ? ? ?
?
(1200 ? ??) = ?
?
(1200? ? ??) 
Koska ? ja ? ovat pituuksia, funktio ??on määritelty kun ? > 0 ja ? > 0. Määrittelyehdosta 
seuraa:         ?????? ? ? > 0, siis 
                          1200 ? ?? > 0                   |?1200?
                                      ??? ? ?1200        |? ??1) 
                                        ?? < 1200 
                                       |?| < ?1200 = 20?3 
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           Koska ? > 0, niin 0 < ? < 20?3     
Tarkasteluväliksi saadaan siis ?0, 20?3?. Rajakohtia ei voida ottaa mukaan tarkasteluun, koska 
niissä pinta-alaehto ei toteudu. Määritellään seuraavaksi suurin tilavuus kulkukaavion avulla. 
Selvitetään tilavuuden tarkastelua varten tilavuuden derivaatta ja derivaatan nollakohdat                                    
?????????????????????????????????(?) = ?
?
(1200 ? 3??) = 300 ? ?
?
?? 
       ??????????????????????????(?) = 0 kun 300 ? ?
?
?? = 0   |? 4 
          Siis  1200 ? 3?? = 0                                       |+3?? 
                                  3?? = 1200                              |: 3 
                                     ?? = 400 
                                       ? = ±20 
Derivaatan nollakohdista vain ? = 20 kuuluu tarkasteltavalle välille ?0, 20?3?. Tilavuusfunktio 
saavuttaa suurimman arvonsa tutkittavan välin päätepisteissä tai derivaatan nollakohdassa. 
Muodostetaan välille ?0, 20?3?rajoitettu kulkukaavio: 
 
Kulkukaaviosta nähdään, että tilavuus on suurin, kun ? = 20. Tilavuus on tällöin  
???????????????????????????????(20) = 14 (1200 ? 20 ? 20?) = 4000. 
Laatikon suurin tilavuus on siis 4000??? = 4,0??? = 4,0?. 
Vastaus: Laatikon suurin mahdollinen tilavuus on 4,0 litraa. 
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Kielentämiskerta 4 
1 Piirrä kuva ja määritä mitä tarkoittavat: 
a)  ääriarvokohdat ja ääriarvot?  
b)  suurin ja pienin arvo? Ovatko nämä samoja kuin ääriarvot? 
c) kasvava ja vähenevä funktio? Milloin funktio on kasvava, entä vähenevä? Mitä eroa on 
kasvavalla ja aidosti kasvavalla funktiolla? 
d) terassikohta? 
2) Millä väleillä funktio ?(?) = ????
????
 on vähenevä? Määritä funktion f ääriarvot. (Sigma) 
 
 
1. Joka kohdassa on annettu määritelmä kysytystä käsitteestä ja merkitty se kuvaan. Kaikissa 
kohdissa käytetty hyväksi samaa esimerkkiä, kuvaaja on muotoa ?? ? ?? , missä muuttujana ?. 
a) Ääriarvokohtia ovat minimi- ja maksimikohdat ja ää-
riarvoja funktion näissä saamat arvot.  
Funktion ? arvo ?(?) on minimi (=minimikohta), kun 
?(?) on funktion pienin arvo kohdan ? lähellä. Täl-
löin kohta ?  on minimikohta, ja vastaavasti piste (?, ?(?)) on minimipiste. 
Funktion ?  arvo ?(?)  on maksimi (=maksimikohta), 
kun ?(?) on funktion suurin arvo kohdan ?? lähellä. 
Tällöin kohta ? on maksimikohta, ja vastaavasti piste (?, ?(?)) on maksimipiste. 
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b) Funktio on kasvava, kun 
 ? < ??? ? ???(?) ? ?(?). 
Funktio on vähenevä, kun 
? < ??? ? ?? (?? ? ?(?). 
Funktio on aidosti kasvava, kun  
? < ??? ? ???(?) < ?(?). 
Funktio on aidosti vähenevä, kun 
 ? < ??? ? ???(?) > ?(?). 
Aidosti kasvavalla funktiolla siis muuttujan arvojen 
kasvaessa myös funktion arvot kasvavat. Kasvavalla 
funktiolla voi tämän ominaisuuden lisäksi vielä olla 
määrittelyjoukossaan välejä, jolloin funktion arvo on 
vakio. Vastaavat ominaisuudet ovat aidosti vähene-
vällä ja vähenevällä funktiolla. 
 
 
c) Funktion suurin arvo on nimensä mukaisesti funktion 
saamista arvoista suurin, vastaavasti pienin arvo on 
kaikkein pienin. Suurin arvo ja maksimiarvo saattavat 
olla samoja (esim. ???:n kuvaajalla huipussa), mutta 
eivät välttämättä. Tilanne on vastaavasti sama myös 
minimiarvojen ja pienimpien arvojen kanssa sama. 
Funktion pienintä arvoa voidaan sanoa myös abso-
luuttiseksi minimiksi ja suurinta arvoa absoluuttiseksi 
maksimiksi. 
 
d) Aidosti kasvavalla ja aidosti vähenevällä funktiolla voi 
olla erillisiä kohtia, joissa derivaatan arvo on nolla ja 
tangentti näin ollen vaakasuora. Tällaisia kohtia kut-
sutaan terassikohdiksi. Terassikohdalla tarkoitetaan 
siis yleisesti derivaatan nollakohtaa, joka ei ole ää-
riarvokohta.  
 
2. Käytetään päiväkirja-mallia: 
Tutkitaan aluksi funktion kulkua ja päätellään sen avulla milloin funktio on vähenevä ja mitkä 
funktion ääriarvot ovat.  
Funktio f on rationaalifunktiona määrittelyjoukossaan derivoituva. Määrittelyehto on 
             ?2? + 5 ? 0 
          ????????????2? ? ?5 
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                ????????? ? ?2 ?
?
 
Derivoidaan tutkittava funktio 
?????????(?) = (2? + 5) ? ?(?? ? 4) ? (?? ? 4) ? ?(2? + 5)(2? + 5)?  
????????????????????????????= (2? + 5) ? 2? ? (?? ? 4) ? 2(2? + 5)?  
????????????????????????????= 4?? + 10? ? 2?? + 8(2? + 5)?  
????????????????????????????= 2?? + 10? + 8(2? + 5)?  
?
?
?
= ??? ? ???
??
 
 
Määritetään derivaattafunktion nollakohdat. 
???????????????????(?) = 0 
 2?? + 10? + 8 = 0 
??????? + 5? + 4 = 0 
??????????????????????????? = ?5 ± ?5? ? ? ? ? ? 42 ? 1 = ?5 ± 32  
                         ? = ?4 tai ? = ?1 
Nyt derivaatta on nolla, kun 
osoittaja on nolla. 
 
??? + ?? + ? = 0???(? ? 0) 
????????????????????? = ?? ± ??? ? 4??2?  
 
 
Derivaatan lausekkeen nimittäjä on positiivinen kaikilla ? ? ?2 ?
?
 , joten osoittaja määrää deri-
vaatan merkin. Riittää siis, että tutkitaan osoittajaa 2?? + 10? + 8 . Merkki- ja kulkukaavio: 
 
Kulkukaavion mukaan funktio ? on vähenevä väleillä ?? ? ? ? ?2 ?
?
   ja  ?2 ?
?
< ? ? ?1. 
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Funktion kuvaaja: 
 
Kulkukaaviosta ja kuvaajasta huomataan, että funktiolla on maksi-
mikohta ? ? ?4  ja minimikohta  ? ? ?1.  
 
 
 
 
Ääriarvoiksi saadaan: 
?(?4) = (?4)? ? 42 ? (?1) + 5 = ?4 
?(?1) = ??1)? ? 42 ? (?1) + 5 ? ?1 
 
Maksimiarvo
 
Minimiarvo 
 
 
Vastaus: Funktio ? on vähenevä väleillä ?? ? ? ? ?2 ?
?
   ja  ?2 ?
?
< ? ? ?1. Funktiolla on 
maksimiarvo ?4 ja minimiarvo ?1.  
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Liite?5:?Kotona?tehdyt?kielentämisharjoitukset?
Seuraavat tehtävät annettiin oppilaille kotona tehtäviksi, ja ne palautettiin kirjallisesti tarkis-
tettaviksi aina kunkin kokonaisuuden yhteydessä. Tehtävien alussa annettiin seuraava ohje 
muistutuksena tehtävän tekemiseen. Lopussa esimerkki tavasta kielentää vastaus, jotka jaet-
tiin opiskelijoille kurssin päättyessä.  
 
Tutkimusnimi:   
Sukupuoli: Tyttö__  Poika__ 
Ymmärsin tehtävän ja se on oikein: kyllä__  en tiedä__  en __ 
 
Ohje: Tarkoituksena on paitsi ratkaista tehtävä, niin myös kirjoittaa omaa ajattelua mahdolli-
simman paljon näkyviin. Voit laittaa esimerkiksi väliotsikoita, piirtää kuvia, kirjoittaa laskujen 
viereen mitä olet tehnyt tai selittää vaikka heti alussa ratkaisuperiaatteen sanallisesti. Muista 
perustelut! 
 
Kielentämistehtävä 1 
Tutkitaan alla olevaa kuvaa. Funktion ? lauseke on kuvan sinisen pisteen oikealla puolella muo-
toa 
 ?(?) = 2? + ?. 
 
Määritä vakion ? arvo niin, että raja-arvo on olemassa kun ? = 1. 
 
Mitä asioita raja-arvon määrittelemisessä tulee ottaa huomioon? Miksi? 
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Kielentämistehtävä 2 
Kirjoita viivalle omin sanoin mitä viivan yläpuolella olevassa laskussa on tehty. Kirjoita kokonai-
sina lauseina. 
Määritä funktion ?(?) = ?
?
+ 1 muutosnopeus kohdassa ?1. 
 
?(?) ? ???1)
? ? ??1)  
 
= 2? + 1 ? ( 2?1 + 1)
? + 1  
= 2? + 2
? + 1 
 
= 2 + 2??
? + 1  
 
lim
????
2 + 2?
?
?
1
? + 1 
 
= lim
????
2 + 2?
?(? + 1) 
 
= lim
????
2(1 + ?)
?(? + 1) 
 
= lim
????
2
?
 
? ?2 
Vastaus:  
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Kielentämistehtävä 3 
Koulun pihaan rakennetaan suorakulmion muotoinen viheralue, joka erotetaan muusta piha-
alueesta reunakivillä. Viheralueen pinta-ala on 6oo m2. Määritä viheralueen mitat niin, että 
reunakiviä tarvitaan mahdollisimman vähän. (Sigma) 
 
Kielentämistehtävä 4 
Määritä funktion ?(?) = (?? + 3?)(?? + 3) ääriarvokohdat. Milloin funktio on kasvava? (mu-
kailtuna Sigma).  
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Kielentämistehtävä 1 
Tutkitaan raja-arvoa kohdassa ? = 1. Funktion f tulee olla määritelty kohdan läheisyydessä 
kohdan molemmilla puolilla. Jotta funktion raja-arvo olisi määritelty kohdassa ? = 1, tulee 
funktion molemminpuolisten raja-arvojen lähestyä samaa arvoa. 
Kuvaajasta huomataan, että vasemmanpuoleiseksi raja-arvoksi saadaan: lim????? ?(?) = 1. 
Siis myös oikeanpuoleiseksi raja-arvoksi on saatava sama arvo, tulee siis olla lim????? ?(?) = 1. 
?????????lim
???
?(?) = 1 
????lim
???
2? + ? = 1 
????????? ? 1 + ? = 1 
??????????????????????? ? ?1 
 
Vastaus: Funktion ?(?) raja-arvo kohdassa ? = 1 on olemassa kun ? ? ?1. 
 
Tehtävässä sovellettiin raja-arvon määritelmää. Jotta funktion raja-arvo on olemassa tietyssä 
kohdassa, tulee funktion olla määritelty kohdan läheisyydessä molemmilla puolilla sekä funkti-
on molemminpuolisten raja-arvojen lähestyä samaa arvoa.  
96 
 
Kielentämistehtävä 2 
Funktion muutosnopeuden ilmaisee derivaatta. Lasketaan siis derivaatan arvo kohdassa 
? ? ?1. Funktion ?(?) määrittelyehto on ? ? 0. 
?(?) ? ???1)
? ? ??1)  
Derivaatta määritellään raja-arvon avulla. Muodostetaan derivaatan määritelmää hyödyntäen 
erotusosamäärälle lauseke kohdassa ?1. 
= 2? + 1 ? ( 2?1 + 1)
? + 1  
Sijoitetaan määritelmään tutkittavan funktion lauseke ?
?
+ 1. Sievennetään nimittäjää. 
= 2? + 2
? + 1 
Lasketaan osoittajassa ollut lauseke auki. 
= 2 + 2??
? + 1  
Lavennetaan osoittajan jälkimmäistä termiä ?:llä ja sievennetään summaa. 
lim
????
2 + 2?
?
?
1
? + 1 
Määritetään erotusosamäärän raja-arvo kohdassa -1. Sievennetään lauseketta kertomalla jaet-
tava jakajan käänteisluvulla. 
= lim
????
2 + 2?
?(? + 1) 
Lasketaan kertolasku. 
= lim
????
2(1 + ?)
?(? + 1) 
Otetaan osoittajasta yhteiseksi tekijäksi 2. 
= lim
????
2
?
 
Supistetaan lauseketta termillä ? + 1. 
? ?2 
Lasketaan raja-arvo kun ? lähestyy lukua ?1. 
Vastaus: Funktion ?(?) muutosnopeus kohdassa ?1 on ?2.  
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Kielentämistehtävä 3 
 
??????????????? = ?? , missä ? > 0??ja??? > 0 
Piirretään viheralueesta mallikuva. Merkitään 
alueen sivujen pituuksia kuvan merkinnöillä. 
Sivujen pituudet ovat metreinä. 
 
Muodostetaan alueen pinta-alalle lauseke. 
???????????????? = 600 
?????????????????? = 600
?
 
Koska alueen pinta-ala on tehtävänannon 
mukaan 600? ? , saadaan alalle muodostet-
tua yhtälö. 
????????????(?) = 2? + 2? 
?????????????????????= 2? + 2 ? 600
?
= 2? + 1200
?
 
?????????????????????= 2? + 1200??? 
Reunakivien lukumäärä määräytyy alueen 
piirin mukaan. Lasketaan piiri. 
Määrittelyehdon mukaisesti nyt ? > 0. 
????????????(?) = 2? 1200??? 
?????????????????????= 2 ? 1200
??
 
Etsitään piirin pienin arvo kulkukaavion avul-
la. Derivoidaan piirifunktio. 
??2 ? 1200
??
= 0 
??????????????????2 = 1200
??
 
?????????????2?? = 1200 
?????????????????? = 600 
??????????????????? = ±?600 = ±10?6 
Selvitetään derivaattafunktion nollakohdat. 
 
Tehdään välille ? > 0 rajattu merkki- ja kul-
kukaavio. Nollakohdista vain ? = 10?6 kuu-
luu välille. 
 
Koska ?? ? 600 = 0 , on kuvaaja ylöspäin 
aukeava paraabeli. 
??????????????????? = 10?6 ? 24,5 
??????????????????? = 600
?
= 600
?600 = ?600
? 24,5 
Kulkukaavion nojalla funktio ?  saa pienim-
män arvonsa kohdassa ? = 10?6 . Lasketaan 
vielä pituuksien arvot tässä kodassa. 
 
Vastaus: Viheralueen mitat ovat  24,5?m × 24,5?m. 
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Kielentämistehtävä 4 
Selvitetään funktion kulkukaavion avulla funktion ääriarvokohdat ja milloin funktio on kasvava. 
Aloitetaan muodostamalla funktion derivaatta. Funktio ? on polynomien tulona derivoituva. 
Koska funktion f lauseke on auki kerrottuna seitsemännen asteen polynomi, derivaattafunktio 
on kuudennen asteen polynomi. Derivaattafunktion lauseke saadaan helpommin tekijöihin 
jaettuun muotoon, kun käytetään derivaatan laskemiseen tulon derivointisääntöä. 
Selvitetään seuraavaksi derivaatan nollakohdat ja tehdään näiden avulla kulkukaavio. Käyte-
tään kulkukaavion määrittämiseksi kultakin tutkittavalta väliltä otettuja testipisteitä. Päätel-
lään lopuksi ääriarvokohdat ja milloin funktio on kasvava.  
 
?????????????????????????????????(?) = (?? + 3?)(?? + 3) 
 
?????????????????????????????????(?) = (4?? + 3)(?? + 3) + 3??(?? + 3?) 
???????????????????????????????????????????= (4?? + 3)(?? + 3) + 3?? ? ? ? (?? + 3) 
???????????????????????????????????????????= (4?? + 3)(?? + 3) + 3??(?? + 3)? 
???????????????????????????????????????????= (?? + 3)(4?? + 3 + 3??) 
???????????????????????????????????????????= (?? + 3)(7?? + 3) 
 
?????????????????????????????????(?) = 0 
??????(?? + 3)(7?? + 3) = 0 
??????????????????????????????? + 3 = 0????????????tai???????????7?? + 3 = 0 
??????????????????????????????????????? ? ?3????????????????????????????????????? ? ? 37 
                                      ? = ??3? ???(? ?1,4)??????????????? = ?? ?
?
?
????? ?0,8) 
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Tarkasteluväli Testipiste ?’(testipiste) 
???, ??3? ? ?2 ??(?2) = 265> 0 
???3,? ?? ?? 37? ? ?1 ??(?1) = ?8< 0 
???
37? ,?? 0 ??(0) = 9 > 0 
 
 
Maksimikohta: ? = ??3?  , Minimikohta: ? = ?? ?
?
?
 . Kasvava kun ? < ??3?   tai ? > ?? ?
?
?
 . 
Vastaus: Funktion ääriarvoja ovat maksimikohta ??3?   ja minimikohta ?? ?
?
?
 .  Funktio  on kas-
vava kun ? < ??3?   tai ? > ?? ?
?
?
 .  
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Liite?6:?Kyselylomake?
 
Sukupuoli:   Tyttö____  Poika____ 
 
1. Miten kirjoittaminen ja piirtäminen auttoivat/eivät auttaneet tehtävien ratkaisemisessa? 
Perustele 
 
 
 
2. Miten puhuminen auttoi/ei auttanut tehtävien ratkaisemisessa? Perustele 
 
 
 
 
3. Mitä hyviä ja huonoja puolia kirjoittamisessa on matematiikan tehtäviä ratkaistaessa?      
Perustele 
 
 
 
 
4. Mitä hyviä ja huonoja puolia puhumisessa on matematiikan tehtäviä ratkaistaessa?         
Perustele 
 
 
 
5. Muita ajatuksia kielentämisestä tai tutkimuksesta?  
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?
 Täysin eri 
mieltä 
Jokseenkin eri 
mieltä 
Ei samaa, eikä 
eri mieltä 
Jokseenkin 
samaa mieltä 
Täysin samaa 
mieltä 
Olen hyvä matematii-
kassa. 
     
Olen kiinnostunut 
matemaattisista on-
gelmista. 
     
Olen hyvä äidinkieles-
sä. 
     
Pidän kirjoittamisesta.      
Mielestäni sanallisten 
tehtävien ratkaisemi-
sessa kannattaisi kir-
joittaa perusteluja 
näkyviin laskutoimi-
tusten oheen. 
     
Matemaattisen on-
gelman selittäminen 
omin sanoin auttaa 
minua tehtävän ym-
märtämisessä ja rat-
kaisemisessa. 
     
Kuvan piirtäminen 
auttaa minua tehtä-
vän ratkaisemisessa. 
     
Aion jatkossa käyttää 
kielentämistä apuna-
ni. 
     
Sanallisen tehtävän 
ratkaisemisessa itse 
kirjoittamani väliotsi-
kot jäsentävät ratkai-
suprosessin toisille 
helposti seurattavaan 
muotoon. 
     
Tehtävän ratkaisun 
selittäminen omin 
sanoin paljastaa no-
peasti onko ratkaisija 
ymmärtänyt tehtävän 
ratkaisuprosessin 
perin pohjin. 
     
Muokattuna Joutsenlahti, 2010 
